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Abstract

A short-term load will be considered as one which duration is comparable with the period corresponding with the 
first natural frequency of the construction. These loads often cause extreme conditions, situated locally or in the whole 
construction. The values of these extremes decide about the safety of the construction and their definition is essential 
when designing as well as exploitation. For example the marine constructions have to efficiently oppose the dangers 
connected to air and underwater explosion. The knowledge regarding the evaluation of the sensitivity of the 
construction and its ability to withstand the collision is also demanded.  

Collision is a crash of two ships, a ship crashing against the quay or a ship coming across a mine. In the first two 
cases we have a mass load while in the third one it is a load of pressure impulse caused by the mine’s explosion. At 
present both kinds of load are called an impact load and the sensitivity of the construction is called an impact 
resistance. Nevertheless, it is to be noticed that mass loads are at least ten times longer in time than the pressure 
impulse loads. 

The constructions taken into consideration (picture 1.1 - 1.6) are usually geometrically complicated and the 
complex character of the load is mostly not completely described. It is therefore essential to use the simplifications 
while elaborating the calculation model. These simplifications concern geometry, properties of the material, the 
conditions of cooperation of the environment (solid body – liquid, solid body – base) and the load. The discrete model 
describing the purpose of the constructions’ dynamics has various singularities that often have only numerical 
character and follow the discretisation of time and space. When perceiving these singularities it is easier to get a 
credible solution not confusing the numerical effects with the mechanical ones. The most common disadvantageous 
effect is artificial pumping of energy to the considered structure which is due to the rounding off the numerical errors. 
It causes intense rise of the movement parameters and dispersion of the solution – the loss of stability, which is 
necessary for the solution to converge. In the work, some of the cases from this scope are considered. The presented 
considerations are illustrated with adequate examples.  

Keywords: elastic body, elastic waves, technical structures of the construction, refraction and interference of waves, 
modeling the space with finite elements 

PODSTAWOWE POJ CIA DOTYCZ CE PROPAGACJI FAL 
SPR YSTYCH  PRZY DYSKRETNYM OPISIE O RODKA

Streszczenie

Krótkotrwa e obci enie b dziemy uwa a  takie, którego czas trwania jest porównywalny z okresem 
odpowiadaj cym pierwszej cz sto ci w asnej rozwa anej konstrukcji. Obci enia te wywo uj  na ogó  stany 
ekstremalne, usytuowane lokalnie lub w ca ej konstrukcji. Warto ci tych ekstremów decyduj  o bezpiecze stwie
konstrukcji a ich okre lenie jest istotne tak na etapie projektowania jak i eksploatacji. Np. konstrukcje morskie musz
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skutecznie przeciwstawia  si  zagro eniom zwi zanym z wybuchem powietrznym i podwodnym. Wymagana jest tak e
wiedza w zakresie oceny wra liwo ci i mo liwo ci przetrwania konstrukcji w razie kolizji. 

Przez kolizje rozumiemy tutaj zderzenie si  dwóch okr tów, zderzenie si  okr tu z nabrze em lub wej cie okr tu na 
min . W pierwszych dwóch przypadkach mamy obci enie masowe natomiast w trzecim, obci enie impulsem 
ci nienia powodowanego wybuchem miny. Obecnie obydwa rodzaje obci e  nazywane s  obci eniem udarowym a 
wra liwo  konstrukcji odporno ci  udarow .  Nale y jednak zauwa y , e obci enia masowe trwaj   zwykle w 
czasie przynajmniej dziesi ciokrotnie d u ej ni  obci enia impulsem ci nienia.

Analizowane konstrukcje (rys.1.1 do rys.1.6) s  zwykle skomplikowane geometrycznie, a z o ony charakter 
obci enia jest najcz ciej nie w pe ni okre lony. Konieczne jest wi c stosowanie uproszcze  przy opracowaniu 
modelu obliczeniowego. Uproszczenia te, dotycz  geometrii, zachowania si  materia u, warunków wspó pracy 
o rodków (cia o sta e - ciecz, cia o sta e - grunt) i obci enia. Model dyskretny opisuj cy zadanie dynamiki 
konstrukcji posiada ró ne osobliwo ci maj ce czysto numeryczny charakter  a wynikaj ce z dyskretyzacji czasu i 
przestrzeni. U wiadomienie tych osobliwo ci pozwala uzyska  wiarygodne rozwi zanie, nie mieszaj ce efektów o 
charakterze numerycznym z efektami typu mechanicznego, które s  cz sto nowymi przy rozwi zywaniu zagadnie
praktycznych. Najcz ciej wyst puj cym efektem niekorzystnym jest sztuczne pompowanie energii do  rozwa anego 
uk adu, b d ce skutkiem zaokr gle  b dów numerycznych. Powoduje to gwa towny wzrost parametrów ruchu i 
rozbieganie si  rozwi zania czyli utrat  stabilno ci. Natomiast stabilno  rozwi zania jest warunkiem koniecznym 
jego zbie no ci. W pracy rozwa ono wybrane problemy z tego zakresu. Przytoczone rozwa ania zilustrowano 
odpowiednimi przyk adami.

S owa kluczowe: o rodek spr ysty, fale spr yste, uk ady techniczne konstrukcji, refrakcje i interferencje fal, 
modelowanie przestrzeni elementami sko czonymi 

1. Wst p
Przyjmujemy, e czytelnik z racji swoich zawodowych problemów praktycznych musi 

rozwa y  zagadnienia falowe. B dzie wi c rozpatrywa  zaburzenia pewnego o rodka rozchodz ce
si  z okre lon  pr dko ci  i przenosz ce energi . Ograniczymy si  do fal spr ystych w cia ach 
sta ych gdzie propagacja powoduje przenoszenie energii bez przemieszczania o rodka.

Propagacj  zaburze  w jednorodnym o rodku spr ystym opisuje równanie ró niczkowe o 
pochodnych cz stkowych w postaci: 

divgradaaa 2
2

2
1

22
2

puuu ,                                     (1.1) 

gdzie u jest wektorem przemieszcze , wektorem przy piesze  a p wektorem si  zewn trznych.
W opisie tym wyst puj  dwie pr dko ci propagacji fal spr ystych

u

Ga,
21

1G2a 21 ,                                       (1.2) 

okre lone przez sta  spr ysto ci poprzecznej G, liczb  Poissona  oraz g sto .
Przechodz c z równa  (1) do zagadnie  jednowymiarowych równanie falowe przyjmie posta :

Pu
x
ua 2

2
2
0 ,                                               (1.3) 

gdzie pr dko  propagacji zaburzenia: 

)G(12a 2
0 .                                              (1.4) 
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W przypadku zginania, czyli gdy zaburzenia rozchodz  si  w belkach, p ytach lub pow okach 
wyst puj  jeszcze inne pr dko ci propagacji fali. Opis zjawiska propagacji fal w o rodku obejmuje 
poj cia, które maj  swoje odzwierciedlenie w interpretacji fizycznej uzyskiwanych rozwi za
równania (1.1). 

Stosuj c do opisu powy szych zjawisk metod  elementów sko czonych (MES) [2,3,6,8,9], 
czyli opis dyskretny, otrzymujemy dla ma ych deformacji i braku t umienia uk ad równa

PUMUK ,                                              (1.5) 

gdzie K i M sta e w czasie macierze sztywno ci i bezw adno ci, P wektor wymusze
zewn trznych a to wektor poszukiwanych przemieszcze  i przy piesze . Aby okre li
zbie no  i stabilno  rozwi zania uk adu równa  (1.5) wykorzystujemy zamkni te rozwi zania
równania (1.1). Jednak e w uk adzie równa  (1.5) nie wyst puj  parametry wykorzystywane przy 
opisie zjawiska w o rodku ci g ym. Na podstawie prezentowanych poni ej rozwi za  za pomoc
MES zobaczymy, e parametry te mo na wyodr bni  w interpretacji fizycznej uzyskanych 
wyników.

UU i

2. Przyk ady konstrukcji obci onych impulsowo. 

Konieczno  okre lenia skutków krótkotrwa ych obci e  dynamicznych, wyst puje przy 
obliczaniu szeregu konstrukcji (mosty, d wigi, pojazdy, obiekty lataj ce, obiekty p ywaj ce,
reaktory, wstrz sy górnicze). Krótkotrwa e obci enie b dziemy uwa a  takie, którego czas 
trwania jest porównywalny z okresem odpowiadaj cym pierwszej cz sto ci w asnej rozwa anej 
konstrukcji. Obci enia te wywo uj  na ogó  stany ekstremalne, usytuowane lokalnie lub w ca ej
konstrukcji. Warto ci tych ekstremów decyduj  o bezpiecze stwie konstrukcji a ich okre lenie jest 
istotne tak na etapie projektowania jak i eksploatacji. Np. konstrukcje morskie musz  skutecznie 
przeciwstawia  si  zagro eniom zwi zanym z wybuchem powietrznym i podwodnym. Wymagana 
jest tak e wiedza w zakresie oceny wra liwo ci i mo liwo ci przetrwania konstrukcji w razie 
kolizji.

Przez kolizje rozumiemy tutaj zderzenie si  dwóch okr tów, zderzenie si  okr tu z nabrze em 
lub wej cie okr tu na min . W pierwszych dwóch przypadkach mamy obci enie masowe 
natomiast w trzecim, obci enie impulsem ci nienia powodowanego wybuchem miny. Obecnie 
obydwa rodzaje obci e  nazywane s  obci eniem udarowym a wra liwo  konstrukcji 
odporno ci  udarow . Nale y jednak zauwa y , e masowe obci enia konstrukcji  trwaj   zwykle 
w czasie przynajmniej dziesi ciokrotnie d u ej ni  obci enia impulsem ci nienia.

Analizowane konstrukcje (rys.2.1 do rys.2.6) s  zwykle skomplikowane geometrycznie, a 
z o ony charakter obci enia jest najcz ciej nie w pe ni okre lony. Konieczne jest wi c
stosowanie uproszcze  przy opracowaniu modelu obliczeniowego. Uproszczenia te, dotycz
geometrii, zachowania si  materia u, warunków wspó pracy o rodków (cia o sta e - ciecz, cia o
sta e - grunt) i obci enia. Model dyskretny opisuj cy zadanie dynamiki konstrukcji posiada ró ne
osobliwo ci maj ce czysto numeryczny charakter  a wynikaj ce z dyskretyzacji czasu i 
przestrzeni. U wiadomienie tych osobliwo ci pozwala uzyska  wiarygodne rozwi zanie, nie 
mieszaj ce efektów o charakterze numerycznym z efektami typu mechanicznego, które s  cz sto
nowymi przy rozwi zywaniu zagadnie  praktycznych. Najcz ciej wyst puj cym efektem 
niekorzystnym jest sztuczne pompowanie energii do  rozwa anego uk adu, b d ce mi dzy innymi 
skutkiem zaokr gle  b dów numerycznych. Powoduje to gwa towny wzrost parametrów ruchu i 
rozbieganie si  rozwi zania czyli utrat  stabilno ci. Natomiast stabilno  rozwi zania jest 
warunkiem koniecznym jego zbie no ci.
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Rys. 2.1. Poszycie kad uba okr tu podwodnego 
Fig. 2.1.Hulk groundcover of submarine 
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Rys .2.2. Schemat wybuchu miny pod okr tem
Fig. 2.2. The schema of the mine explosion under the battleship 
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Rys. 2.3. Geometria pojazdu morskiego 
Fig. 2.3. The geometry of the sea-vehicle

Rys.2.4. Schemat obci enia pojazdu
Fig. 2.4. The schema of  the vehicle loads  

66



Elementary Terms Related to Propagation of Elastic Waves with Discrete Description of the Body

x

y

1

3

2

4

Rys. 2.5. Tunel 1,2,3 – grunt, 4- obudowa tunelu 
Fig. 2.5. Tunnel 1,2,3 - ground, 4- tunnel case

Rys. 2.6. Betonowa budowla 
Fig. 2.6. Concrete-structure

Wyniki rozwi zania zada   praktycznych przy obci eniu krótkotrwa ym, zwykle ró ni  si
zasadniczo od wyników przy obci eniu statycznym i s  niekiedy zaskakuj ce dla prowadz cego 
obliczenia. We my pod uwag  granat przedstawiony na rys. 2.8. Jego skorupa jest perforowana 
tak, aby po wybuchu nast powa a fragmentaryzacja w postaci od amków. Jednak e okazuje si , e
p kni cia skorupy wyst puj  nie wzd u  najmniejszych przekrojów a wzd u  przekrojów 
maksymalnych, tak jak zaznaczono na rys.2.7b. Efekt ten jest skutkiem interferencji fal 
napr enia. Wyst powanie tego efektu przedstawimy na przyk adzie kwadratowej p ytki.

Rys. 2.7. Granat F1 
Fig. 2.7. The F1Garnet 

Rozwi zanie zada  praktycznych mo liwe jest najcz ciej przy zastosowaniu metod 
numerycznych takich jak MRS, MES, MEB. Nale y jednak mocno podkre li , e bezkrytyczne 
stosowanie metod numerycznych, a w szczególno ci metody ró nic sko czonych, mo e prowadzi
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do sytuacji, w których uzyskane rozwi zania numeryczne niewiele maj  wspólnego z 
rozwi zaniami cis ymi, pomimo w miar  dok adnych aproksymacji pochodnych poszukiwanych 
funkcji i dok adnego rachunku komputerowego. Dlatego rozwi zania numeryczne zagadnie
brzegowych nale y poprzedzi  wnikliw  analiz  adekwatno ci stosowanych metod przybli onych
i cis ych oraz odpowiednim doborem algorytmu (Profesor Cz. Rymarz [4]). 

Osobnym zagadnieniem odporno ci udarowej jest zachowanie si  ró nych podzespo ów
analizowanej konstrukcji. Pytania nurtuj ce projektantów konstrukcji dotycz  najcz ciej nie 
wytrzyma o ci a warto ci przyspiesze  wyst puj cych w poszczególnych punktach rozwa anego 
obiektu, z uwagi na rozwi zanie sposobu zamocowania urz dze  elektronicznych, 
fundamentowania uk adów nap dowych, a tak e posadowienia urz dze  pomocniczych i sprz tu
komputerowego.  

Przyjmuj c, e wybuchy min pod obiektami przedstawionymi na rys. 2.1- rys. 2.4 s  nie 
kontaktowe, pomijamy wp yw p cherza gazowego, mo emy min  potraktowa  jako ród o
punktowe. Obiekt traktujemy jako bry  sztywn  o sze ciu stopniach swobody, trzy sk adowe 
przemieszczenia rodka ci ko ci i trzy obroty wokó  osi wspó rz dnych, których pocz tek 
znajduje si  w rodku ci ko ci obiektu. Dyskretyzacja geometrii obiektu pozwoli nam 
zredukowa  dowolne obci enie oraz mas  obiektu do jego rodka ci ko ci.

Na podstawie rozwi zania zagadnienia ruchu obiektu jako bry y sztywnej okre limy parametry 
ruchu dowolnego punktu obiektu p ywaj cego, a zatem równie  parametry ruchu punktu 
posadowienia urz dzenia, czyli parametry ruchu jego fundamentu rys.2.8. Rozwi zuj c osobne 
zadanie, parametry te potraktujemy jako wymuszenie kinematyczne w ruchu rozpatrywanego 
urz dzenia. 

Urz dzenie
(mechanizm)

Fundament

k c

Rys. 2.8. Posadowienie urz dzenia elektronicznego 
Fig. 2.8. Seating of the electronic device 

Obiekty p ywaj ce przedstawione na rys. 2.1 – rys. 2.2 traktowane s  cz sto nie jako cia o
sztywne ale jako belki o zmieniaj cej si , wzd u  swojej osi sztywno ci, zmiennej masie i 
zmiennym momencie bezw adno ci. Jest to znacznym rozszerzeniem w stosunku do powy szego 
opisu i umo liwia szersz  analiz  warunków rzeczywistych celem wyodr bnienia stanów 
newralgicznych.

3. Czas przekazywania energii 
 W zagadnieniach dynamicznych, istotnym parametrem rozwi zania jest czas przekazywania 
energii do rozwa anego uk adu, oraz wewn trz uk adu pomi dzy jego poszczególnymi 
elementami. Czas ten zale y od rozk adu masy i sztywno ci. W rozwi zaniach numerycznych 
dopasowanie czasu przekazywania energii pomi dzy poszczególnymi fragmentami konstrukcji 
zale y od sposobu dyskretyzacji przestrzeni i czasu. Problem ten przedstawimy na poni szych 
przyk adach.  

3.1. Ruch bry y sztywnej. 
Wózek o masie Mw porusza si  bez tarcia, po poziomym pod o u ze sta  pr dko ci  V0. W 

rodku ci ko ci wózka znajduje si  o  walca o masie m i momencie bezw adno ci I. Walec jest 
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zamocowany obrotowo wzgl dem wózka. Na walec ten nawini ta jest nierozci gliwa linka 
zako czona amortyzatorem o sztywno ci k i wspó czynniku t umienia c. W pewnej chwili 
amortyzator zosta  zaczepiony do sztywnej ciany rys. 3.1 i ruch wózka powoduje odwijanie nici 
ale jednocze nie obrót walca.

Mw
mV0 k

cx

r

Rys. 3.1. Ruch bry y sztywnej 
Fig. 3.1. Movement of the stiff block

Energia kinetyczna wózka zamienia si  na energi  kinetyczn  walca oraz energi  spr yst
amortyzatora. Cz  energii kinetycznej wózka tracona jest na pokonanie oporów t umika. Ruch 
rozwa anego uk adu opiszemy za pomoc  wspó rz dnej x okre laj c  przemieszczanie si rodka
ci ko ci oraz k ta  obrotu walca.

Energi  kinetyczn  uk adu wyrazimy nast puj co:

22222
wk IxM

2
1IxmxM

2
1E ,                                   (3.1) 

gdzie M=Mw+m. Energia spr ysta zale na jest od wyd u enia spr yny, czyli: 
2

s rx
2
kE  .                                                     (3.2) 

Si a oporu t umika rxcR t  wykona prac  na przemieszczeniu mo liwym 
. Wykorzystuj c równania Lagrange’a otrzymamy uk ad równa  ruchu: )rx(u

0rxrcrxrkI0,rxcrxkxM ,      (3.3) 
przy nast puj cych warunkach pocz tkowych:

0)0(,0)0(,V)0(x,0)0(x 0 .                                   (3.4) 
Przyjmiemy jako wspó rz dn  g ówn  wyd u enie spr yny:

)rx(ku ,      a st d )rx(ku  oraz )rx(ku .
Wyra aj c równania ruchu za pomoc  wspó rz dnej g ównej otrzymamy: 

0u
M
cu

M
kx ,                                        (3.5a) 

0u
I
rcu

I
rkr

22

.                                 (3.5b) 

Odejmuj c od równania (a) równanie (b), uk ad równa  sprowadzi si  do jednego równania o 
postaci:

0u
I
r

M
1cu

I
r

M
1ku

22

.                                         (3.6) 
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Przyjmuj c oznaczenia : 

I
r

M
1

2
c,

I
r

M
1k

22
2
0 ,                                          (3.7) 

równanie ruchu zapiszemy nast puj co:
0u2uu 2

o .                                                       (3.8) 
Wprowadzimy now  funkcj :

)t(we)t(u t ,                                                           (3.9) 
i otrzymamy, e funkcja ta spe nia równanie: 

0ww 2 ,   gdzie .                                    (3.10) 22
0

2

Rozwi zaniem ogólnym tego równania jest funkcja: 
tsinBtcosAw(t) ,                                             (3.11) 

natomiast: 
tsinBtcosAe)t(u t .                  (3.12) 

Wykorzystuj c warunki pocz tkowe otrzymamy: 
0VB,0A ,             (3.13) 

st d funkcja u(t) b dzie mia a posta :

tsineV)t(u t0 .                 (3.14) 

Wstawiaj c powy sze rozwi zanie do wzoru (a) uzyskamy zale no ,

tcoactsincke
M

Vtcosctsinke
M

Vx t0t0 ,        (3.15) 

a przyjmuj c nowe sta e cbc),(ka 11 , przy pieszenie wózka wyrazi si  wzorem: 

tcosbtsinae
M

Vx 11
t0 .                 (3.16) 

Ca kuj c obustronnie powy sze równanie otrzymamy wyra enie okre laj ce pr dko  wózka. 
Wykonuj c nast puj ce ca ki:

,tsintcosedttcose

,tcostsinedttsine

22

t
t

22

t
t

         (3.17) 

pr dko  wyrazi si  nast puj co: 

11122

t
0 ctsincos obtcostsinae
M

Vx .    (3.18) 

Przyjmiemy nowe sta e bab),ba(a 112112 , i wyznaczaj c sta
ca kowania c1 z warunku pocz tkowego 0V(0)x ,

1222
0

0 cb1
M

VV ,                   (3.19) 

pr dko  wózka zapiszemy wzorem: 

12222

t
0 ctcosbtsinae
M

Vx .         (3.20) 

Po obustronnym ca kowaniu powy szego wzoru i przyj ciu sta ych:
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bab),ba(a 223223 ,          (3.21) 

otrzymamy zale no  okre laj c  przemieszczanie si  wózka w czasie t: 

2133222

t
0 ctctcosbtsinae
M

Vx ,       (3.22) 

gdzie sta  ca kowania c2 wyznaczamy z warunku pocz tkowego x(0)=0: 

22222
0 c1
M

V0 b .            (3.23) 

Wykorzystuj c wzór (b) i post puj c analogicznie jak w przypadku wzoru (a)  wyznaczymy 
przy pieszenie k towe walca: 

tcosbtsinae
I

Vr
11

t0 .          (3.24) 

Po obustronnym ca kowaniu powy szego równania otrzymujemy pr dko  k tow  walca: 

12222

t
0 dtcosbtsinae
I

V .         (3.25) 

Sta  ca kowania d1 wyznaczymy z warunku pocz tkowego 0(0) ,

1222
0 db1
I

V0 .                  (3.26) 

K t obrotu walca wyrazi si  zale no ci :

2133222

t
0 dtdtcosbtsinae
I

V ,        (3.27) 

dla sta ej ca kowania wyznaczonej z warunku pocz tkowego (0)=0:

23222
0 db1
I

V0 .              (3.28) 

Przyjmiemy do oblicze  nast puj ce dane: 
- masa ca ego uk adu M=1000[kg], 
- moment bezw adno ci walca I=25[kg m2],
- sztywno  spr yny k=6.25 105[N/m], 
- wspó czynnik t umienia c=0, 
- trzy warianty promienia r[m] (r1=0.1582, r2=0.12, r3=0.18).
Wyniki oblicze  parametrów ruchu wózka i walca, dla uk adu zachowawczego 

i  kolejnych wariantów promienia r, przedstawiono na poni szych rysunkach przyjmuj c
oznaczenia zestawione w tabeli 3.1. 

Tabela 3.1. Oznaczenia ruchu wózka i walca 
Table 3.1. Notations  of the cart and cylinder movement

Wózek Walec
u – przemieszczenie uf – k t obrotu 

v – pr dko vf – pr dko  k towa
w – przy pieszenie wf - przy pieszenie k towe
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t[s] 

u

a) 

w

v

vf

wf

uf

t[s]

b)

2max
max

max
max

max
max

s
m353.6w,

w
(t)xw

,
s
m20v,

v
(t)xv

0.8886[m],u,
u
x(t)u

2fmax
fmax

f

fmax
fmax

f

fmax
fmax

f

s
rad2236w,

w
(t)w

,
s

rad126v,
v

(t)v

,5.901[rad]u,
u

(t)u

Rys. 3.2. Wariant pierwszy r=0.1581[m], a) –ruch post powy, b)-ruch obrotowy 
Fig. 3.2.  The first variant r =0.1581[m], a) -the translation, b)-the rotary motion 

 W wariancie pierwszym tak dobrano czas przekazywania energii aby energia kinetyczna 
wózka zosta a zamieniona na energi  kinetyczn  walca rys. 3.3. Maksymalne przy pieszenie 
wózka (rys. 3.2 a) wynosi 353.6 [m/s2].

W przypadku wariantu drugiego rys.3.4 a, pr dko  wózka osi ga warto  równ  zeru w czasie 
krótszym ni  poprzednio, st d nie ca a energia kinetyczna wózka zosta a zamieniona na energi
kinetyczn  walca rys. 3.5. Jednak e maksymalne przy pieszenie wzros o do 398.3[m/s2].

Ekp 
Eko

Es

t[s] 

E[Nm]

Rys.3.3. Zmiana w czasie: energii ruchu post powego Ekp=500 E, energii ruchu obrotowego Eko=500 E,  energii 
spr ystej Es=500 E 

Rys.3.3. Change in time: the energy of the translation Ekp=500 E, energy of the rotary motion Eko=500 E ,elastic 
energy Es =500 E 
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W wariancie pierwszym tak dobrano czas przekazywania energii aby energia kinetyczna 
wózka zosta a zamieniona na energi  kinetyczn  walca rys. 3.3. Maksymalne przy pieszenie 
wózka (rys. 3.2 a) wynosi 353.6 [m/s2].

W przypadku wariantu drugiego rys. 3.4 a, pr dko  wózka osi ga warto  równ  zeru w 
czasie krótszym ni  poprzednio, st d nie ca a energia kinetyczna wózka zosta a zamieniona na 
energi  kinetyczn  walca rys. 3.5. Jednak e maksymalne przy pieszenie wzros o do 398.3[m/s2].

t[s] 

u v

w

a)

t[s] 

uf

vf

wf

b)

2max
max

max
max

max
max

s
m3.983w,

w
(t)xw

,
s
m20v,

v
(t)xv

[m],3930.8u,
u
x(t)u

2fmax
fmax

f

fmax
fmax

f

fmax
fmax

f

s
rad1912w,

w
(t)w

,
s

rad5.001v,
v

(t)v

[rad],945.2u,
u

(t)u

Rys. 3.4. Wariant drugi r=0.12[m], a) –ruch post powy, b)-ruch obrotowy 
Fig. 3.4.  The second variant r =0.12[m], a) -the translation, b)-the rotary motion 

t[s] 

Ekp Eko

Es

E[Nm]

Rys. 3.5. Zmiana  w czasie: energii ruchu post powego Ekp=500 E, energii ruchu obrotowego Eko=500 E, energii 
spr ystej Es=500 E 

Fig. 3.5.Change in time: the energy of the translation Ekp=of 500 E, energy of the rotary motion Eko=500 E, elastic 
energy Es =500 E 

73



W. Borkowski, J. Rafa, S. Dobroci ski

Charakterystycznym jest wariant trzeci, nie nast puje zatrzymanie si  wózka rys.3.6a gdy
minimalna jego pr dko  wynosi 2.6[m/s]. Energia kinetyczna wózka rys.3.7 osi ga warto
minimaln , ale skutkiem nie dopasowanie czasu przekazywania energii warto  ta jest wi ksza od 
zera. Oczywistym efektem tego jest obni enie warto ci maksymalnej przy pieszenia do 330[m/s2].
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vk=2.6[m/s] 
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s
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u
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Rys. 3.6 Wariant trzeci r=0.18[m], a) –ruch post powy, b)-ruch obrotowy 
Fig. 3.6. The third variant r =0.18[m], a) -the translation, b)-the rotary motion 

t[s] 

Ekp
Eko

Es

E[Nm]

Rys. 3.7. Zmiana  w czasie: energii ruchu post powego Ekp=500 E, energii ruchu obrotowego Eko=500 E,  energii 
spr ystej Es=500 E 

Fig. 3.7. Change  in time: the energy of the translation Ekp=500 E, energy of the rotary motion Eko=500 E, the elastic  
energy Es =500 E 
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Dopasowanie czasu przekazywania energii jest nieco trudniejsze w przypadku gdy wyst puje
t umienie w uk adzie. Przyjmiemy wspó czynnik t umienia c=1000 i promie  r=013[m]. Wyniki 
oblicze  przedstawiono na poni szych rysunkach. Wózek zatrzymuje si  (rys. 3.8 a) gdy jego 
energia kinetyczna jest równa zeru rys. 3.9. Cz  energii jest tracona na pokonanie oporu 
wyst puj cego w uk adzie.

t[s] 

u
v

w

t[s] 

uf

vf

wf

2max
max

max
max

max
max

s
m6.713w,

w
(t)xw

,
s
m20v,
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Rys. 3.8 r=0.18[m], a) –ruch post powy, b)-ruch obrotowy 
Fig. 3.8 r=0.18[m], a) -the translation, b)-the rotary motion 

t[s] 

Ekp

Eko 

Es

Ec

E[Nm]

Rys. 3.9. Zmiana energii ruchu post powego Ekp=1000 E, ruchu obrotowego Eko=1000 E, energia spr ystej
Es=1000 E, energii ca kowitej Ec=Ekp+Eko+Es

Fig. 3.9. The change of the energy of the translation Ekp=1000 E, the rotary motion Eko=1000 E, the energy elastic 
Es=1000 E, the entire energy Ec =Ekp+Eko+Es
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3.2. Pier cie  opadaj cy na spr yst  podpor
Pier cie  o promieniu r = 0.5 [m] rys.3.10,  wykonany jest z paska blachy stalowej o grubo ci

1[mm], szeroko ci 10 [mm], module spr ysto ci E=2.0 105 [MPa] i g sto ci 7850 [kg/m3].
Pier cie  posiadaj cy ci ar Q spada na spr yst  podpor  z pr dko ci  pocz tkow  V0=2[m/s]. 
Od momentu zetkni cia si  pier cienia z pr tem stanowi cym podpor  o sztywno ci (EA/L), punkt 
styku  jest punktem wspólnym w ruchu uk adu.

x
r

y

pr t podpieraj cy

Pier cie  nie odkszta cony 

Pier cie  odkszta cony wed ug 
pierwszej funkcji w asnej 

Pier cie  odkszta cony wed ug 
pi tej funkcji w asnej 

Rys. 3.10. Geometria pier cienia 
Fig. 3.10. The geometry of the ring 

Rys. 3.11. Postacie pierwszej i pi tej funkcji drga
w asnych 

Fig. 3.11. Forms of the first and fifth function of free 
vibrations

Na rys. 3.11 przedstawiono posta  pierwszej i pi tej funkcji okre lonej z rozwi zania
zagadnienia w asnego. Okres drga  odpowiadaj cy pierwszej postaci drga  w asnych wynosi 
T1=0.6806[s], natomiast dziesi tej funkcji w asnej T10=0.0108[s]. Do ca kowania równa  ruchu, 
na podstawie kolejnych eksperymentów, przyj to krok czasowy t=0.005[s] czyli równy po owie
okresu drga  dziesi tej funkcji w asnej.

Równanie ruchu rozwi zywano przyrostowo, przy za o eniu du ych przemieszcze
przyjmuj c, e krok czasowy stanowi o przyro cie obci enia. Przemieszczenia dla dwóch 
skrajnych wychyle  pier cienia przedstawiono na rys. 3.12 i rys. 3.14. Rozk ad napr e
odpowiadaj cych tym przemieszczeniom, przedstawiono na rys. 3.13 i rys. 3.15. W trakcie ruchu 
pier cienia wyst puje propagacja fali napr enia wzd u  jego osi. Przyj ty do oblicze  krok 
czasowy i podzia  na elementy musz  zapewnia  w a ciwy przep yw energii wewn trznej od 
pier cienia do pr ta podpieraj cego.

Pier cie
zdeformowany

max 

Rys. 3.12. Kszta t pier cienia w wyniku deformacji 
(Wmax=0.238[m])po czasie t=0.22[s] 

Fig. 3.12. The shape of the ring as result of the 
deformation (Wmax=0.238)[m]after the 
time t=0.22[s]

Rys. 3.13. Napr enia zredukowane w pier cieniu
( max= 382 [MPa] ) 

Fig. 3.13. Reduced stresses in the ring ( max=382) 
[MPa] 
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Pier cie
zdeformowany

max 

Rys. 3.14. Deformacja pier cienia po czasie t=
0.475 [s], (Wmax=0.276[m]) 

Fig. 3.14. The deformation of the ring after the time t=
0.475 [s], (Wmax=0.276)[m]

Rys. 3.15. Napr enia zredukowane w pier cieniu po 
czasie t= 0.475 [s] ( max= 255 [MPa] ) 

Fig. 3.15. Reduced stresses in the ring after the time t=
0.475  [s]( max= 255 )[MPa]

w [mm] 

w2

w2

t [s]

Rys. 3.16. Przemieszczenia skrajnych punktów pier cienia w czasie [w1= w(0,-r,t), w2=w(0,r,t) ] 
Fig. 3.16. Dislocations of extreme points of the ring in time [w1= w(0,-r, t), w2=w ](0, r, t)

Energia 
EkEs

t[s]

Rys. 3.17. Zmiana energii kinetycznej Ek i energii spr ystej Es w czasie ruchu pier cienia
Fig. 3.17. The change of the kinetic energy of Ek and elastic energy Es in time movement of the ring 
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Przemieszczenia punktów pier cienia, skrajnie po o onych na osi y (rys.3.10), w czasie t 
przedstawiono na rys.3.16. Przemieszczenie dolnego punktu pier cienia jest jednocze nie
przemieszczeniem pr ta podpieraj cego. W a ciwe zapewnienie przep ywu energii wewn trznej
potwierdza wykres zmiany w czasie energii kinetycznej Ek i energii spr ystej Es przedstawiony 
na rys.3.17. Przy nie w a ciwej dyskretyzacji przestrzeni i czasu wyst pi  dysypacja  energii 
wewn trznej uk adu.

Jakakolwiek zmiana sztywno ci lub masy rozpatrywanego uk adu, wymaga osobnego 
eksperymentu numerycznego celem dopasowania modelu obliczeniowego ze wzgl du na 
dyskretyzacj  przestrzeni i czasu. Zagadnienie si  wyra nie komplikuje, gdy rozpatrujemy wi zy 
jednostronne  po czenia pier cienia z pr tem podpieraj cym. Zapewnienie w a ciwego przep ywu 
energii wewn trznej wymaga stosowania zmiennego kroku ca kowania po czasie. 

3.3. Opis impulsu ci nienia

Intensywno  ci nienia  na froncie fali powodowanej wybuchem adunku podwodnego, 
obliczana jest wed ug historycznej zale no ci Cole’a [1]: 

tp

t

meptp ,                          (3.29) 

gdzie:
13.1

3

3.52
R
M

pm ,
1000

R
MM0.093

3
3

0.22

,

p – ci nienie [MPa],
t –czas[s],
R – odleg o adunku od punktu, w którym poszukujemy ci nienia,
M – masa adunku [kg]. 

Parcie dzia aj ce na poszycie okr tu, traktowanego jako sztywna przegroda, zale ne jest od 
k ta padania, czyli od k ta mi dzy normaln  do czo a frontu fali ci nienia i normaln  do 
przegrody.

Rozpatrzymy p ywaj c  belk  o d ugo ci L rys.3.18. Pod belk  wyst pi  wybuch adunku o 
masie M na g boko ci h. Wzd u  belki propaguje si  impuls ci nienia, zale ny od czasu t oraz 
wspó rz dnej belki x. Na rys.3.18 przedstawiono rozk ad ci nienia dla wybranych trzech chwil 
czasowych, przy czym czas t zmienia  si  wed ug zale no ci t = x/cf gdzie cf jest pr dko ci  fali 
akustycznej w wodzie. Na rysunku tym zaznaczono równie  obwiednie warto ci maksymalnych 
ci nienia wyst puj cych w kolejnych chwilach czasowych. 

Zauwa my, e zwyczajowo u ywane poj cie impulsu, w zasadzie okre lone jest wzorem: 

,             (3.30) 1t

0 m d)(fpI

gdzie pm jest warto ci  maksymaln  ci nienia a funkcja f okre la jego zmian  w czasie t1. Je eli
b dziemy zwi ksza  warto  pm i zmniejsza  czas t1 tak aby warto  impulsu by a sta a to skutki 
dzia ania impulsu na rzeczywisty uk ad lepko spr ysty b d  coraz mniejsze. St d wniosek, ze 
czas przekazywania energii do rozpatrywanego uk adu ma istotny wp yw na jego parametry ruchu. 
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p/p0

x/L

Obwiednia warto ci
maksymalnych

t2 t3t1

h
Belka o d ugo ci L

ród o wybuchu podwodnego

Rys. 3.18. Graficzna prezentacja propagacji ci nienia wzd u  osi belki 
Fig. 3.18. The graphic presentation of the pressure propagation along the bar axis 

Je eli do rozwi zania zagadnienia stosujemy metod  numeryczne to czas t zmienia si  w 
sposób rekurencyjny wed ug wzoru: 

,...2,1idlatit
Warto  kroku t musimy przyj  tak  aby mo na opisa  zmian  impulsu w czasie. Jednak e

wtedy powstaje problem doboru optymalnej dyskretyzacji przestrzeni rozwa anego uk adu.
Dyskretyzacja przestrzeni musi by  tak dokonana aby zapewni  odpowiedni charakter przep ywu 
energii z elementu do elementu s siedniego. Dla elementów pr towych, ciskanych lub 
rozci ganych, optymaln  d ugo  elementu l okre lamy z zale no ci (uzasadnienie tego wzoru w 
przyk adzie poni ej):

1
tE

l
2

2

,                    (3.31) 

gdzie  jest g sto ci  materia u, E modu em spr ysto ci,  pewnym wspó czynnikiem zale nym 
od stosowanej metody ca kowania. Parametr  dobierany jest na podstawie eksperymentu 
numerycznego. W przypadku elementów p askich lub przestrzennych l jest pewnym wymiarem 
charakteryzuj cym wielko  elementu. Podczas ca kowania krok czasowy t obowi zuje dla 
ca ego uk adu równa , dlatego wymiar charakterystyczny musi by  tak dobrany aby uwzgl dnia
zmian  stosunku masy do sztywno ci konstrukcji wewn trz rozpatrywanego obszaru. Czo o fali 
wyznaczone numerycznie nie mo e wyprzedza  czo a fali fizycznej. W zagadnieniach 
opisywanych równaniem parabolicznym wprowadza si  umowne czo o fali.

Dodatkow  trudno  stanowi fakt, e równania ruchu dla zginanych elementów 
konstrukcyjnych, wyra one w przemieszczeniach, s  bicharmoniczne i pr dko  propagacji fali 
wykazuje pewn  dyspersj . Dlatego w konstrukcjach z o onych, gdy wyst puj  elementy tylko  
ciskane i elementy tylko zginane, dobór stosunku wymiaru charakterystycznego do warto ci

kroku czasowego wymaga pewnego do wiadczenia. W literaturze dotycz cej tematu Autorzy 
proponuj  aby obliczy  pierwsz  cz sto  w asn , rozpatrywanej konstrukcji i przyj  krok t
równy jednej dziesi tej podstawowego  okresu drga  a nast pnie poszukiwa  warto ci optymalnej 
na podstawie eksperymentu numerycznego. 

79



W. Borkowski, J. Rafa, S. Dobroci ski

Je eli impuls ci nienia zmienia si  tylko w czasie, natomiast nie zmienia swego po o enia to  
do rozwi zania równania ruchu mo emy zastosowa  metod  rozdzielenia zmiennych. Musimy 
wtedy obci enie rozwin  w szereg wzgl dem funkcji w asnych i cz sto ci w asnych. Aby szereg 
taki opisywa  zmian  pojedynczego impulsu to nale a o by wzi  pod uwag  ponad dwadzie cia
pierwszych cz sto ci w asnych. Tylko wysokie cz sto ci w asne prawid owo opisz  w a ciwy
charakter propagacji energii wzd u  osi belki. 

Je eli do rozwi zania zagadnienia zastosujemy metod  elementów sko czonych (MES) 
[2,3,4,6,7] to wykorzystuj c do wyznaczania funkcji w asnych jedn  z metod numerycznych 
wiadomo, e funkcje w asne powy ej dziesi tej wyznaczane s  z ma   dok adno ci . Z tego 
wzgl du lepsze wyniki daje metoda rekurencyjnego ca kowania po czasie. 

Przyk ad:
Pr t o d ugo ci 2L i przekroju F, obci ono nagle si  P przy o on  do lewego ko ca rys.3.19.

xP u1 u2

LL

u3

Rys. 2.19. Obci enie pr ta 
Fig. 2.19. The bar load 

 Pr t podzielimy na dwa elementy dwuw z owe i uwzgl dniaj c warunek brzegowy na prawym 
ko cu pr ta, równanie ruchu w opisie dyskretnym b dzie mia o posta
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gdzie Ea  jest pr dko ci  fali w pr cie natomiast 
E
LPP~ . Stosuj c do ca kowania równa

ruchu metod  Newmarka, przy zerowych warunkach pocz tkowych, otrzymamy po czasie t
nast puj cy uk ad równa
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gdzie
3
2

ta
L

22

2

. Rozwi zuj c powy szy uk ad równa  otrzymujemy 

J
1Pu,

J
24Pu 21

,             (3.34) 

gdzie . Czyli dla przemieszczenie punktu 
drugiego b dzie przeciwne ni  przemieszczenie punktu pierwszego.  

110712412J 22 1

 Metod  elementów sko czonych opisujemy zagadnienie w sposób ca kowy, czyli rozwi zanie
jest warto ci redni  z udzia u ró nych przyczyn. St d w konstrukcjach z o onych
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geometrycznie, je eli warunek  nie b dzie spe niony lokalnie to rozwi zanie dla ca ej 
konstrukcji mo e by  znalezione z wystarczaj c  dok adno ci .

1

4. Refrakcja fali 
Rozwa ymy cia a znajduj ce si  w p askim stanie napr enia. Mamy dwie pr dko ci 

propagacji fal spr ystych, a1 pr dko  fali pod u nej i a2 pr dko  fali poprzecznej wyra aj ce si
wzorami (1.2). Pr dko  a1 okre la propagacj  zmian obj to ciowych a pr dko  a2 propagacj
zmian postaciowych. W jednoosiowym stanie napr enia pr dko  fali (nazywana cz sto
pr dko ci  akustyczna) jest dana wzorem (1.4). Warto ci tych pr dko ci uk adaj  si  wed ug
nast puj cej nierówno ci: 

102 aaa .                               (4.1) 

Rozpatrzymy cia a, których parametry materia owe okre lone s  przez modu  spr ysto ci 
pod u nej E (modu  Younga), wspó czynnik Poissona  i g sto . Sta  spr ysto ci poprzecznej  
G okre lamy wzorem: 

)2(1
EG .                              (4.2) 

Stosuj c do rozwi zania zagadnienia propagacji fal spr ystych MES zobaczymy, e w 
interpretacji wyników oblicze  mo emy wyodr bni  wp yw fali pod u nej i fali poprzecznej. 
Mo emy równie  wykaza  dzia anie zasady Huygensa-Fresnela [5], zgodnie z któr  zaburzenie w 
dowolnym punkcie do którego dotar a fala w danym momencie, jest ród em fali elementarnej, 
natomiast obwiednia tych fal tworzy czo o fali zaburzenie w nast pnym momencie.   

4.1 Tarcza niejednorodna. 

Refrakcja
Tarcza prostok tna (sposób jej dyskretyzacji przedstawiono na rys.4.1) obejmuje dwa 

materia y, o tej samej g sto ci =7580[kg/m3 i wspó czynniku =0.25, ró ni  si  tylko modu em E. 
Charakterystyk  materia ow  okre la tabela 4.1.Na swobodn  kraw d  tarczy (x=0) dzia a impuls 
ci nienia w kierunku osi x.

y

x

L

b

b

Materia  II 

Materia  I 

p

Rys. 4.1. Tarcza prostok tna o jednostkowej grubo ci i wymiarach L=144[m],  b=36[m] 
Rys. 4.1.  The rectangular plate of unitary thickness and dimensions: L=144[m],  b=36[m] 
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t[s]
10 t

p[Pa]

p0

Rys. 4.2. Zmiana ci nienia w czasie 
Fig. 4.2. The change of pressure in time

Tab. 4.1. Parametry materia ów
Tab. 4.1. Parameters of materials 

3m
kg25000.25,

Materia E[Mpa] )2(1
EG

s
mEa0 s

mGa2 s
m

21
1G2a1

I 8 103 3.2 103 1.789 103 1.131 103 1.959 103

II 2 103 0.8 103 0.894 103 0.566 103 0.980 103

Przyjmuj c rekurencyjn  zmian  czasu t1)(it  (i=1,2,...,.) z krokiem czasowym t
warto  ci nienia zmienia si  w czasie (rys.3.2) wed ug zale no ci:

2

0 11
11)( itptp ,                       (4.3) 

przy p0=5[N/m2] natomiast dla i>11  p(t)=0. 
Rozwi zania poszukiwano za pomoc  MES ca kuj c równania ruchu po czasie metod

Newmarka. Warto  kroku czasowego przyj to t=10-3[s], odpowiada on czasowi przej cia frontu 
fali napr enia o jeden element sztywniejszej cz ci tarczy. Wyniki rozwi zania przedstawiono na 
poni szych rysunkach dla dwóch chwil czasowych, dla czasu t=36 t i t=81 t.

Rozk ad napr e  po czasie t=36 t przedstawiono na rys.4.3. Na rys.4.3a przedstawiono 
rozk ad napr enia wzd u  kraw dzi tarczy mniej sztywnej (y=b) i wzd u  kraw dzi tarczy 
bardziej sztywniej (y=-b). Na rys.4.3b jest plan warstwicowy rozk adu napr enia w zaburzonej 
cz ci tarczy. Propagacja frontu fali, w obu cz ciach tarczy, zachodzi z pr dko ci  fali pod u nej 
przy czym w tarczy sztywniejszej zaburzenie wnikn o na odleg o  dwa razy wi ksz  ni  w 
tarczy mniej sztywnej. Na rys.4.4 przedstawiono rozk ad g sto ci energii spr ystej odniesionej do 
jednostki masy. Fala pod u na wnikn a na g boko  Lf1=70.6[m], natomiast na rysunku tym 
uwidacznia si  wp yw pr dko ci poprzecznej gdy  tu  za frontem fali poprzecznej (Lf2=40.8[m]) 
wyst puje drugie maksimum zmiany g sto ci energii.

W tarczy mniej sztywnej wyst puj  zaburzenia przed frontem fali pod u nej. Zaburzenia 
zachodz ce w sztywniejszej cz ci tarczy generuj  zaburzenia w cz ci tarczy mniej sztywnej, 
zgodnie z zasad  Huygensa.
 Rozk ad napr e  po czasie t=81 t przedstawiono na rys.4.5. Na rys.4.5b mamy plan 
warstwicowy rozk adu napr e  a na rys.4.5a rozk ad napr e  na kraw dziach tarczy I i II. 
Istotnym w tym przypadku jest, e przed frontem fali pod u nej w tarczy II wyst puj  warto ci
napr enia wi ksze od zera wygenerowane przez napr enia tarczy I. 
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x[m] 

y=-b 

[MPa]

y=+b

a) 

x

y b)

Lf1 

Rys. 4.3. Rozk ad napr enia zredukowanego (wed ug hipotezy Hubera) w tarczy, po czasie t=36 t
Fig. 4.3. Distribution reduced stresses (according to the Huber hypothesis) in the plate after the time t=36  t 

Lf2 x[m] 

Es

Lf1 

Rys. 4.4. G sto  energii spr ystej po czasie t=36 t, wzd u  osi x dla y=-b/2 
Fig. 4.4. Elastic energy density after the time t=36 t, along the axis x for y=-b/2
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[MPa] 

x[m] 

y=-b 

y=b

a)

x

y b)

Lf1 

Rys. 4.5. Rozk ad napr enia zredukowanego (wed ug hipotezy Hubera) w tarczy, po czasie t=81 t
Fig. 4.5. The distribution of the lesser (according to the Huber hypothesis)  stresses in the plate after the time t=81  t 

Odbicie i przenikanie 

 Tarcza prostok tna o wymiarach i sk adaj ca si  z materia ów jak w wariancie pierwszym, z 
tym e w asno ci tarczy zmieniaj  si  w kierunku osi x. Obci enie tarczy jest identyczne jak w 
wariancie pierwszym. Rozwa ymy dwa przypadki, pierwszy gdy obci enie dzia a na 
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sztywniejsz  cz  tarczy rys.4.6 i zaburzenie przenika do cz ci mniej sztywnej oraz drugi gdy 
obci enie dzia a na mniej sztywn  cz  tarczy i zaburzenie przenika do cz ci bardziej sztywnej 
rys. 4.8. 

L/2 

x

y

L/2 

Materia  I Materia  II

p

Rys.4.6. Sposób pierwszy obci enia tarczy 
Rys.4.6. The first way loads of plate 

t[ms]

Ek1 

Es1 

Es2 

Ek2 

a)

t[ms]

V1

V2

b)

Rys. 4.7 Zmiana energii w czasie t gdy fala przenika od cia a bardziej sztywnego do cia a mniej sztywnego
Fig. 4.7. Energy change in time t when the wave is penetrating from more stiff  body to less stiff body 

Jako wynik rozwi zania przedstawiono zmian  w czasie energii spr ystej Es i energii 
kinetycznej Ek oraz energii ca kowitej V obliczanej jako sum  energii spr ystej i energii 
kinetycznej. Warto ci energii obliczano oddzielnie dla obu cz ci tarczy.
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Na rys. 4.7. a i rys. 4.7. b przedstawiono zmian  energii w czasie odniesion  do ca kowitej
pracy si  zewn trznych dla przypadku gdy fala przenika od cia a bardziej sztywnego do cia a mniej 
sztywnego.

L/2 

x

y

L/2 

Materia  II Materia  I 

p

Rys. 4.8. Sposób drugi obci enia tarczy 
Fig. 4.8. The second way of the plate loads 

Es2 

Es1 

Ek1 

Ek2 

t[ms]

a)

t[ms]

V2

V1

b)

Rys.4.9. Zmiana energii w czasie t gdy fala przenika od cia a mniej sztywnego do cia a bardziej sztywnego  
Fig. 4.7. Energy change in time t when the wave is penetrating from less  stiff  body to more  stiff body 

Na rys. 4.9. a i rys. 4.9. b przedstawiono zmian  energii w czasie odniesion  do ca kowitej
pracy si  zewn trznych dla przypadku gdy fala przenika od cia a mniej sztywnego do cia a bardziej 
sztywnego.
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4.2. Pr t wygi ty w kszta cie podkowy 
Stalowy pr t o przekroju prostok tnym i parametrach materia owych

3
6

m
kg78500.33,,MPa102.1E , wygi to w kszta cie podkowy rys.4.10. Wymiary 

pr ta wynosz  r1=10[mm], r2=30[mm], H=40[mm], grubo  b=1[mm]. Podkow  obci ono
impulsem ci nienia zmieniaj cym si  w czasie jak na rys. 4.11. 

P[N] 

P0

t[s] 
10 t

x

y

r1

r2

H

pp
Rys. 4.11. Zmiana obci enia w czasie, P0=b (r2-r1)

p=198[N],    t=2 10-4[s]
Fig. 4.11. The load variation in time, P0=b (r2-r1)

p=198[N],     t=2 10-4[s]

Rys. 4.10. Geometria pr ta
Fig. 4.10. The bar geometry 

H[MPa] H[MPa]

Rys. 4.12. Rozk ad napr enia zredukowanego po 
czasie t=43 t

Fig. 4.12. The distribution reduced stresses after the 
time t=43  t

Rys. 4.13. Rozk ad napr enia zredukowanego po 
czasie t=100 t

Fig. 4.13. The distribution the reduced stresses after 
the time t=100  t 
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Fala napr enia propaguje si  z pr dko ci  fali pod u nej rys. 4.12, jednak e za frontem fali 
wyst puje interferencja fal odbitych od brzegów. Maksymalne napr enia wyst puj  w punkcie 
(x=0, y=r1) po czasie t=100 t (rys. 4.13). 

Obraz rozk adu napr e  zmienia si  w sposób zasadniczy (rys. 4.14) gdy rozpatrzymy 
podkow  obci on   stycznie do kraw dzi . Maksymalne napr enia w punkcie (x=0, y=r1) rys. 
4.15 wyst puj  nieco wcze niej ni  w poprzednim przypadku jednak e nie obserwujemy efektu 
odbicia.

p p

H[MPa]
H[MPa]

Rys. 4.14. Rozk ad napr enia zredukowanego, po 
czasie t=43 t

Fig. 4.14. The distribution the reduced stresses , after 
the time t=43 t

Rys. 4.15. Rozk ad napr enia zredukowanego po 
czasie t=97 t

Fig. 4.15. The distribution the reduced stresses after 
the time t=97 t

[MPa]

[%] 

1

2

[MPa]

[%]

1

2

Rys. 4.16. Stal kad ubowa 
0H17N12M13-(a) 
 krzywa 1 - /s][110 3

 krzywa 2 - /s][1200
Fig. 4.16.  Hull steel 0H17N12M13 -(a)- 

curve 1 - /s][110 3

curve 2 - /s][1200

Rys.4.17. Stal kad ubowa 15G2-EH320-(a), 
krzywa 1 - /s][110 3

krzywa 2 - /s][1336
Fig. 4.17.  Hull steel15G2-EH320 -(a)- 

curve 1 - /s][110 3

curve 2 - /s][1336
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t=151 t t=152 t

t=153 t t=154 t

Rys. 4.18. Rozk ad napr enia zredukowanego dla kolejnych kroków czasowych po odbiciu 
Fig. 4.18. The distribution the reduced stresses for following transient steps after reflection 

W punkcie, w którym wyst puj  napr enia maksymalne rys.4.18, przyrost napr e  w czasie 
t= t wynosi =26[MPa] st d mo emy oszacowa  pr dko  odkszta ce :

]/1[6.0
102101.2

25
45 s

tE
.            (4.4) 

Aby oceni , w którym punkcie wyst pi ewentualne p kni cie podkowy musimy wzi  pod 
uwag  charakterystyk  rozpatrywanego cia a uwzgl dniaj c  pr dko  odkszta cenia, któr  dla 
wybranych materia ów  przedstawiono na rys. 4.16 i rys. 4.17. 
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5. Interferencja fal 
 Interferencja czyli nak adanie si  fal prowadz ce do zwi kszenia lub zmniejszenia amplitudy 
wypadkowej. Je eli dwie fale rozchodz  si  w o rodku liniowym (w asno ci o rodka nie zale  od 
zachodz cych w nim procesów) to obowi zuje zasada superpozycji i drganie wypadkowe jest 
sum  drga  sk adowych.

2r 

a

a

aa

adunek 
prochowy 

h

Rys. 5.1. P ytka stalowa o wymiarach,  a=100 [mm],  h=10 [mm], r=30[mm] 
Fig. 5.1.  The steel-plate of dimensions,  a=100 [mm],  h=10 [mm], r=30[mm] 

Kwadratowa p ytka rys. 5.1 o wymiarach  2a  na 2a i grubo ci h ma wewn trz otwór o 
promieniu r. Wn trze otworu wype niono adunkiem wybuchowym, który nast pnie odpalono.  
Powstaj ce gazy prochowe powoduj , e na cianki otworu dzia a ci nienie zmienne w czasie.  
 P ytka jest wykonana ze stali o nast puj cych parametrach: modu  Younga ,
wspó czynnik Poisona =0.3, g sto =7850 [kg/m

[MPa]102.1E 5

3]. Pr dko  pod u na rozchodzenia si  fali 
napr enia w p ytce m/s6000a1 . Czas przej cia fali od cianki otworu do zewn trznej cianki 

p ytki ].[1017.1 5

1
0 s

a
rat  Przyjmiemy hipotetyczn  zmian  w czasie, ci nienia na ciance

otworu jak na rys. 5.2, gdzie czas trwania impulsu wynosi 0.75 10-5 [s], czyli jest prawie o po ow
mniejszy ni  czas t0.

Czas dzia ania ci nienia oraz charakter jego zmiany w czasie ma istotne znaczenie na rozk ad
wyst puj cych w p ytce  napr e . Propagacj  fali napr enia w p ytce okre lono za pomoc
rozwi zania zagadnienia dwuwymiarowego, przyjmuj c p aski stan napr enia, oraz za pomoc
rozwi zania zagadnienia trójwymiarowego – bry owego. Do dyskretyzacji p ytki jako tarczy 
wykorzystano elementy czworok tne dziewi ciow z owe rys. 5.3, przyjmuj c p aszczyzn  x=0 
jako p aszczyzn  symetrii rozpatrywanego zjawiska. Do dyskretyzacji p ytki jako bry y
zastosowano elementy prostopad o cienne o 27 w z ach, czyli o parabolicznej zmianie 
poszukiwanej funkcji wewn trz elementu. Grubo  p ytki podzielono na dwa elementy. Rozk ad
w z ów w ka dej warstwie bry y jest taki sam jak w zagadnieniu tarczowym. 
 Rozwi zania zagadnienia propagacji fali napr enia poszukiwano poprzez rekurencyjne 
ca kowanie równa  ruchu metod  Newmarka. Wyniki rozwi zania przedstawiono dla trzech 
charakterystycznych chwil czasowych w postaci rozk adu napr e  zredukowanych wed ug
hipotezy Hubera, zestawiono wyniki rozwi zania bry owego i tarczowego. 
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p(t) 

t/ t

p0

143

x

y

p(t) 

a

a

aa

Rys. 5.2. Zmiana ci nienia w czasie dla p0=369[MPa] 
i t=5 10-7[s] 

Fig. 5.2. The change of pressure in time for 
p0=369[MPa] and =5 10-7[s] 

Rys. 5.3. Sposób dyskretyzacji p ytki
Fig. 5.3. Way of plate discreditation

y

x

bryla tarcza 

a)
b)

H[MPa]

tarcza 

x[mm] 

bry a

rf

Promie  frontu fali rf=a1 t=81[mm]

Rys. 5.4.  Rozk ad napr e  zredukowanych po czasie t=17 t
Fig. 5.4.  The reduced stress distribution  after  time t=17 t

Rys. 5.4 – Koncentryczna propagacja fali napr enia z pr dko ci  pod u n a1. Maksymalna 
warto  napr enia wyst puje tu  za frontem fali poprzecznej. Maksymalna warto  napr enia w 
modelu bry owym  propaguje si  nieco wolniej ni  w modelu tarczowym. Jednak e propagacja 
frontu fali odbywa si  dla obu modeli z jednakow  pr dko ci .
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bry a tarcza 

y

x

a)

H[MPa] 

x[mm] 

bry atarcza 

b)

Rys. 5.5. Rozk ad napr e  zredukowanych po czasie t=45 t
Fig. 5.5.  The reduced stress distribution  after  time t=45 t

Rys. 5.5 – Widoczna propagacja fali odbitej od brzegów p ytki. Istotnym jest czas dzia ania
ci nienia ze wzgl du na interferencj  fali odbitej i fali padaj cej. W rozwa anym przypadku fala 
padaj ca ju  nie istnieje. W pobli u naro y p ytki wyst puje interferencja fal odbitych od brzegów. 

y

x

bry a tarcza 

a)

H[MPa] 

bry a
tarcza 

r[mm] 

b)

Rys. 5.6. Rozk ad napr e  zredukowanych po czasie t=62 t, rys. a) plan warstwicowy, rys. b) zmiana napr enia 
wzd u  przek tnej p ytki

Fig. 5.6. The reduced stress distribution after the time t=62 t,  a) the contour map, Fig. b) the change the stresses 
along the diagonal plate 
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 Rys. 5.6 – Wyra na interferencja fal odbitych od brzegów p ytki powoduj ca maksymalne 
wyt enie materia u wzd u  przek tnej p ytki. Tak wi c ewentualne p kni cie p ytki nast pi 
wzd u  jej przek tnej.

xz

y

Rys. 5.7. Przestrzenny rozk ad napr e  zredukowanych po czasie t=17 t
Fig. 5.7. Three-dimensional reduced stress distribution after the time t=17 t

x

y

z

Rys. 5.8. Przestrzenny rozk ad napr e  zredukowanych po czasie t=62 t
Fig. 5.8. Three-dimensional reduced stress distribution after the time t=62 t

 Na rys. 5.7 i 5.8 przedstawiono przestrzenny rozk ad napr enia zredukowanego dla dwóch 
chwil czasowych. Zauwa my, e maksymalne wyt enie wyst puje w p aszczy nie rodkowej
p ytki. W punkcie wyst powania napr e  maksymalnych (rys.5.8) najmniejsza jest pr dko
zmiany odkszta ce , st d najmniejsza jest równie  granica spr ysto ci materia u (patrz rys. 5.17 i 
rys. 5.18). 

x

y
bry a tarcza

Rys. 5.9. Deformacja tarczy w p aszczy nie rodkowej po czasie t=62 t (skala 400:1) 
Fig. 5.9. The deformation of the disk in the midplane after the time t=62 t (the scale 400:1) 
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 Pogl dowy rysunek deformacji p aszczyzny rodkowej p ytki pokazano w skali 400:1 na rys. 
5.9.

6. Charakter propagacji fali w zale no ci od modelu przestrzennego 
 P ytka prostok tna (rys.6.1) o wymiarach L=0.24[m], h=0.048[m] i g=0.024[m] utwierdzona 
jest na prawym ko cu, natomiast lewy jest swobodny. P ytka wykonana jest ze stali o module 
spr ysto ci , wspó czynniku Poissoana =0.3  oraz g sto ci .
Do lewego ko ca p ytki przy o ono nagle ci nienie p=100[MPa].

]Pa[101.2E 11 ]m/kg[7850 3

 Powy sze zadanie rozwi emy za pomoc  MES w trzech wariantach, traktuj c p ytk  jako: 
- pr t,
- tarcz  o grubo ci g,
- bry  przestrzenn .
Na postawie poni szych rozwi za  chcemy zobrazowa  dyspersj  numeryczn  fali, w 

zale no ci od stosowanego modelu cia a.

6.1. P ytka prostok tna ciskanie

y y

x zp h

gL

Rys. 6.1. P ytka o przekroju prostok tnym, ciskana
Fig. 6.1. Plate of the rectangular section , compressed

Rozwi zanie analityczne 
 Traktuj c p ytk  jako pr t pryzmatyczny, przemieszczenie u(x,t) (przekroju A o wspó rz dnej x
w czasie t) opisuje równanie: 

0
t

)t,x(ua
x

)t,x(u
2

2
2

2

2

,                   (6.1)

które musi spe nia  warunkami pocz tkowe:

0),(,0)0,(
0tt

txuxu ,                  (6.2) 

oraz warunki brzegowe: 

0),(,),(
0

tLu
x

txuEAp
x

,                 (6.3) 

gdzie a2 = E/ .

 Rozwi zaniem zadania jest funkcja z przesuni tym argumentem opisuj ca przemieszczenie 
pr ta przed odbiciem fali napr enia od utwierdzenia: 
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a
xL2t

a
xdla

a
xt

E
ap)t,x(u ,            (6.4) 

i funkcja b d ca superpozycj  fali poprzedniej i fali po odbiciu: 

a
xL2t

a
xL2dla

a
L2

a
xt

E
ap

a
xt

E
ap)t,x(u .                 (6.5) 

Funkcje te zapewniaj  nam propagacj  fali napr enia o sta ej warto ci do momentu odbicia i 
jej dwukrotny wzrost po odbiciu. 

Rozwi zanie numeryczne 
Równania ruchu uzyskane metod  elementów sko czonych dla wszystkich modeli 

obliczeniowych ca kowano metod  Newmarka z krokiem czasowym sm /10
3
2t 5 ,

odpowiada on czasowi przej cia fali pod u nej o pr dko ci sma /60001  przez jeden element 
siatki z rys. 6.2.  

H[MPa] 

Tarcza 

Bry a

Rys. 6.2.  Rozk ad napr enia po czasie t=50 t, dla bry y napr enia przedstawiono w p aszczy nie rodkowej 
Fig. 6.2.  The stress distribution  after the time t=50  t, for the block the stresses  presented in the midplane 

Rys. 6.3. Rozk ad napr enia po czasie t=50 t na zewn trznej powierzchni bry y
Fig. 6.3. The stress distribution after the time t=50 t on the epidermis of the block 

Porównuj c rozwi zanie dla pr ta przedstawione na rys. 6.4 i rys. 6.5 z rozwi zaniem 
analitycznym (1.5) i (1.6) zauwa ymy dwukrotny wzrost napr e  po odbiciu fali od sztywnej 
przegrody. Istnieje pewne rozmycie frontu fali b d ce efektem ca kowego opisu zagadnienia. Fala 
w pr cie propaguje si  nieco wolniej ni  w tarczy lub bryle. Ró nica warto ci napr enia dla 
przypadku pr ta, tarczy i bry y wynika z mo liwo ci ruchu poszczególnych punktów cia a w 
kierunku poprzecznym do osi pr ta.  

95



W. Borkowski, J. Rafa, S. Dobroci ski

H[MPa]

x[m] 

pr t

tarcza 

bry a

Rys. 6.4. Rozk ad napr enia po czasie t=50 t, wzd u  osi symetrii p ytki
Fig. 6.4. The stress distribution the after the time t=50  t, along the axis of plate symmetry 

H[MPa]

x[m] 

pr t

tarcza 
bry a

Rys. 6.5 Rozk ad napr enia po czasie t=120 t, wzd u  osi symetrii p ytki 
Fig. 6.5. The stress distribution the after the time t=120  t, along the axis of plate symmetry 

6.2. P ytka prostok tna (zginanie) 
 Rozpatrzymy przypadek gdy p ytka prostok tna z rys.6.1 obci ona jest stycznie do 
powierzchni czo owej (rys. 6.6), przy czym obci enie zmienia si  w czasie identycznie jak  
poprzednio.
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y y

x zp h

gL
Rys. 6.6. P ytka o przekroju prostok tnym, cinana

Fig. 6.6. Plate of the rectangular cross-section , cut off

H[MPa] 

Tarcza 

Bry a

Rys. 6.7. Rozk ad napr enia po czasie t=50 t, dla bry y napr enia przedstawiono w p aszczy nie rodkowej 
Fig. 6.7. The stress distribution the after the time t=50  t, for the stress block presented in the midplane 

Rys. 6.8. Rozk ad napr enia po czasie t=50 t na zewn trznej powierzchni bry y
Fig. 6.8. The distribution the stresses after the time t=50 t on the epidermis of the block 

H[MPa] 

x[m]

tarcza 

bry a
Pr t ( x)

H[MPa] 

Rys. 6.9. Rozk ad napr enia po czasie t=50 t, wzd u  kraw dzi z=0, y=h/2 
Fig. 6.9. The stress distribution after the time t=50  t, along the edge with=0, y=h/2 

Rozwi zanie dla p ytki traktowanej jako tarcza lub bry a jest bardziej zbli one do siebie ni  w 
przypadku obci enia normalnego. Rozk ad napr e  po grubo ci p ytki dla modelu bry owego
jest prawie sta y (rys.6.8). Jednak e rozwi zanie dla modelu belkowego rys. 6.9 ró ni si
zasadniczo. Zauwa amy wi ksz  pr dko  propagacji fali napr enia oraz inny jego rozk ad
wzd u  osi pr ta.
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 Poniewa  wysoko  p ytki jest tylko dziesi ciokrotnie mniejsza od jej d ugo ci to w modelu 
belkowym oprócz  zginania nale y uwzgl dni cinanie. G sto  energii spr ystej przypadaj ca
na jednostk  d ugo ci pr ta zginanego wyra a si  wzorem: 

AG
T

IE
M

2
1 22

g ,                            (6.6) 

gdzie (EI) jest sztywno ci  pr ta na zginanie, (GA) sztywno ci  pr ta na cinanie a 
wspó czynnikiem kszta tu przekroju A. Si a tn ca T i moment gn cy Mg w zale no ci od 
przemieszczenia prostopad ego do osi pr ta wyra a si  formu :

3

3
g

2

2

dx
ydEI

dx
(x)dM

T(x),
dx

ydEI)(xM g ,                 (6.7) 

Moment bezw adno ci przekroju pr ta na zginanie wyrazimy za pomoc  promienia 
bezw adno ci r i przekroju A: 

I=r2 A.             (6.8) 
Bior c pod uwag , e  g sto  energii spr ystej wyrazi si  nast puj co:)(1G2E

3

3
2

2

2

dx
ydr)(12

dx
yd

2
EI .                      (6.9) 

x[m] 

3-rozci ganie 
1-zginanie bez 

cinania 
2-Zginanie ze

cinaniem 

Rys. 6.10. Rozk ad napr enia x po czasie t=50 t, unormowanego wzgl dem warto ci maksymalnej, dla rozci gania 
i zginania 

Fig. 6.10. The stress distribution x  after the time t=50 t, normalized in relation to the maximum value , for 
extension and bending 

 Przyjmuj c
dt
dyy pr dko  przemieszczenia pr ta i 

dx
dy

dt
d  pr dko  obrotu jego przekroju 

poprzecznego, g sto  energii kinetycznej zapiszemy wzorem: 
2

22
2

2 y
dx
dry

2
A

dx
ydIyA

2
1 .         (6.10)

Uwzgl dniaj c w modelu numerycznym pr ta tylko pierwsze cz ony wyra enia na energi
spr yst  i energi  kinetyczn , to po czasie  t=50 t uzyskamy rozwi zanie okre lone krzyw  1 na 
rys.6.10. Je eli uwzgl dnimy obydwa cz ony to rozwi zanie po tym samym czasie b dzie 
okre lone krzyw  2 na rys.6.10. Rozwi zanie pr ta rozci ganego opisuje krzywa 3. Zmiana kroku 
czasowego nie zmienia rozwi zania dla pr ta. Uzyskali my wi c potwierdzenie, e tylko belka 
typu Timoshenki prawid owo opisuje propagacje fali spr ystej 
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6.3. Pr t o przekroju ko owym, traktowany jako walec
Pr t okr g y rys.6.11 o d ugo ci L=0.24[m] i rednicy 2R=0.096[m] jest wykonany z materia u

takiego samego jak p ytka z rys.6.1. Pr t sztywno podparty na prawym ko cu, obci ono
ci nieniem o warto ci p=60[MPa] równomiernie roz o onym na jego lewym ko cu. Pr t
potraktowano jako walec i rozwi zano zagadnienie jako osiowosymetryczne we wspó rz dnych
walcowych (r, z)  rys.6.12.

r

2R L

zp z

Rys. 6.11 Pr t ko owo symetryczny 
Fig. 6.11. Rod circularly symmetrical 

W przypadku gdy pr t potraktujemy jako bry  zawsze wyst puje interferencja fal odbitych od 
brzegu, która spowodowa a maksymalne wyt enie materia u w punkcie znajduj cym si  na osi 

walca rys.6.14.. Krok ca kowania przyj to [s]10
3
2t 6 , st d po czasie t=50 t przy pr dko ci 

pod u nej a1=6000[m/s] front fali powinien si  znajdowa  w odleg o ci z=0.20[m]. Na rys.6.14 
przedstawiono rozk ad napr enia zredukowanego na osi walca (r=0) i na jego pobocznicy (r=R), 
oraz rozk ad napr enia uzyskanego z rozwi zania jako zagadnienia pr towego. Porównuj c
g boko  wnikania fali napr enia widzimy, e w przypadku zagadnienia osiowosymetrycznego 
fala propaguje si  szybciej ni  z pr dko ci  a1.

r

L

R
z

z

r

Rys. 6.12. Dyskretyzacja walca 
Fig. 6.12. Discreditation of  cylinder 

Rys. 6.13. Rozk ad napr e  zredukowanych H[MPa] 
dla t=50 t

Fig. 6.13. The reduced stress distribution H[MPa] for 
t=50  t 
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[MPa]

Walec (r=0) 

Walec (r=R) 

Pr t

z[m]  
Rys. 6.14. Rozk ad napr e  zredukowanych dla t=50 t
Fig. 6.14.  The reduced stress distribution for t=50  t 
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