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Abstract

A short-term load will be considered as one which duration is comparable with the period corresponding with the
first natural frequency of the construction. These loads often cause extreme conditions, situated locally or in the whole
construction. The values of these extremes decide about the safety of the construction and their definition is essential
when designing as well as exploitation. For example the marine constructions have to efficiently oppose the dangers
connected to air and underwater explosion. The knowledge regarding the evaluation of the sensitivity of the
construction and its ability to withstand the collision is also demanded.

Collision is a crash of two ships, a ship crashing against the quay or a ship coming across a mine. In the first two
cases we have a mass load while in the third one it is a load of pressure impulse caused by the mine’s explosion. At
present both kinds of load are called an impact load and the sensitivity of the construction is called an impact
resistance. Nevertheless, it is to be noticed that mass loads are at least ten times longer in time than the pressure
impulse loads.

The constructions taken into consideration (picture 1.1 - 1.6) are usually geometrically complicated and the
complex character of the load is mostly not completely described. It is therefore essential to use the simplifications
while elaborating the calculation model. These simplifications concern geometry, properties of the material, the
conditions of cooperation of the environment (solid body — liquid, solid body — base) and the load. The discrete model
describing the purpose of the constructions’ dynamics has various singularities that often have only numerical
character and follow the discretisation of time and space. When perceiving these singularities it is easier to get a
credible solution not confusing the numerical effects with the mechanical ones. The most common disadvantageous
effect is artificial pumping of energy to the considered structure which is due to the rounding off the numerical errors.
It causes intense rise of the movement parameters and dispersion of the solution — the loss of stability, which is
necessary for the solution to converge. In the work, some of the cases from this scope are considered. The presented
considerations are illustrated with adequate examples.

Keywords: elastic body, elastic waves, technical structures of the construction, refraction and interference of waves,
modeling the space with finite elements

PODSTAWOWE POJECIA DOTYCZACE PROPAGACJI FAL
SPREZYSTYCH PRZY DYSKRETNYM OPISIE OSRODKA

Streszczenie

Krétkotrwa/e obcigzenie bedziemy uwazaé¢ takie, ktdrego czas trwania jest poréwnywalny z okresem
odpowiadajgcym pierwszej czestosci wfasnej rozwazanej konstrukcji. Obcigzenia te wywofujg na og6é/ stany
ekstremalne, usytuowane lokalnie lub w cafej konstrukcji. Wartosci tych ekstreméw decydujg o bezpieczerstwie
konstrukcji a ich okreslenie jest istotne tak na etapie projektowania jak i eksploatacji. Np. konstrukcje morskie muszq



W. Borkowski, J. Rafa, S. Dobrociznski

skutecznie przeciwstawiac sie zagrozeniom zwigzanym z wybuchem powietrznym i podwodnym. Wymagana jest takze
wiedza w zakresie oceny wrazliwosci i mozliwosci przetrwania konstrukcji w razie kolizji.

Przez kolizje rozumiemy tutaj zderzenie sie dwéch okretdw, zderzenie sie okretu z nabrzezem lub wejscie okretu na
mine. W pierwszych dwoch przypadkach mamy obcigzenie masowe natomiast w trzecim, obcigzenie impulsem
cisnienia powodowanego wybuchem miny. Obecnie obydwa rodzaje obcigzern nazywane sq obcigzeniem udarowym a
wrazliwosé konstrukcji odpornoscig udarowg. Nalezy jednak zauwazyé, ze obcigzenia masowe trwajg zwykle w
czasie przynajmniej dziesieciokrotnie d/uzej niz obcigzenia impulsem cisnienia.

Analizowane konstrukcje (rys.1.1 do rys.1.6) sq zwykle skomplikowane geometrycznie, a z/ozony charakter
obcigzenia jest najczesciej nie w pe/ni okreslony. Konieczne jest wiec stosowanie uproszczes przy opracowaniu
modelu obliczeniowego. Uproszczenia te, dotyczg geometrii, zachowania si¢ materiafu, warunkdw wspo/pracy
osrodkow (ciafo stafe - ciecz, cialo stale - grunt) i obcigzenia. Model dyskretny opisujgcy zadanie dynamiki
konstrukcji posiada rézne osobliwosci majgce czysto numeryczny charakter a wynikajgce z dyskretyzacji czasu i
przestrzeni. Uswiadomienie tych osobliwosci pozwala uzyskaé wiarygodne rozwigzanie, nie mieszajgce efektow o
charakterze numerycznym z efektami typu mechanicznego, ktére sq czesto nowymi przy rozwigzywaniu zagadnier
praktycznych. Najczesciej wystepujgcym efektem niekorzystnym jest sztuczne pompowanie energii do rozwazanego
uk/adu, bedgce skutkiem zaokrggles bledow numerycznych. Powoduje to gwaftowny wzrost parametréw ruchu i
rozbieganie sie rozwigzania czyli utrate stabilnosci. Natomiast stabilnosé¢ rozwigzania jest warunkiem koniecznym
jego zbieznosci. W pracy rozwazono wybrane problemy z tego zakresu. Przytoczone rozwazania zilustrowano
odpowiednimi przyk/adami.

Stowa kluczowe: osrodek sprezysty, fale sprezyste, ukfady techniczne konstrukcji, refrakcje i interferencje fal,
modelowanie przestrzeni elementami skozzczonymi

1. Wstep

Przyjmujemy, ze czytelnik z racji swoich zawodowych probleméw praktycznych musi
rozwazy¢ zagadnienia falowe. Bedzie wigc rozpatrywat zaburzenia pewnego osrodka rozchodzace
si¢ z okreslona predkoscia i przenoszace energi¢. Ograniczymy si¢ do fal sprezystych w ciatach
statych gdzie propagacja powoduje przenoszenie energii bez przemieszczania osrodka.

Propagacje zaburzen w jednorodnym osrodku sprezystym opisuje rownanie rézniczkowe o
pochodnych czastkowych w postaci:

a; Viu+ (af—ag)grad divu—i= —%, (1.1)

gdzie u jest wektorem przemieszczen, Uwektorem przyspieszen a p wektorem sit zewngtrznych.
W opisie tym wystepuja dwie predkosci propagacji fal sprezystych

a, = 2517V a2=\/§, (1.2)
p 1-2v p

okreslone przez stata sprezystosci poprzecznej G, liczbg Poissona v oraz gestosc p.
Przechodzac z réwnan (1) do zagadnien jednowymiarowych réwnanie falowe przyjmie postac:

Lo P

ao axz —U :;, (13)

gdzie predkos¢ propagacji zaburzenia:

a2 = [2GA+Y) (1.4)
p
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W przypadku zginania, czyli gdy zaburzenia rozchodza si¢ w belkach, ptytach lub powtokach
wystepuja jeszcze inne predkosci propagacji fali. Opis zjawiska propagacji fal w osrodku obejmuje
pojecia, ktore maja swoje odzwierciedlenie w interpretacji fizycznej uzyskiwanych rozwigzan
rownania (1.1).

Stosujac do opisu powyzszych zjawisk metode elementéw skonczonych (MES) [2,3,6,8,9],
czyli opis dyskretny, otrzymujemy dla matych deformacji i braku ttumienia uktad réwnan

KU+MU=P, (1.5)

gdzie K i M state w czasie macierze sztywnosci i bezwtadnosci, P wektor wymuszen
zewnetrznych a U i Uto wektor poszukiwanych przemieszczen i przyspieszen. Aby okresli¢

zbieznos¢ i stabilnos¢ rozwiazania uktadu rownan (1.5) wykorzystujemy zamknigte rozwiazania
rownania (1.1). Jednakze w uktadzie rownan (1.5) nie wystepuja parametry wykorzystywane przy
opisie zjawiska w osrodku ciagtym. Na podstawie prezentowanych ponizej rozwigzan za pomoca
MES zobaczymy, ze parametry te mozna wyodrgbni¢ w interpretacji fizycznej uzyskanych
wynikéw.

2. Przykiady konstrukcji obciazonych impulsowo.

Koniecznos¢ okreslenia skutkow krétkotrwatych obciazen dynamicznych, wystepuje przy
obliczaniu szeregu konstrukcji (mosty, dzwigi, pojazdy, obiekty latajace, obiekty ptywajace,
reaktory, wstrzasy gornicze). Krotkotrwate obciazenie bedziemy uwazaé takie, ktdrego czas
trwania jest porownywalny z okresem odpowiadajacym pierwszej czestosci wiasnej rozwazanej
konstrukcji. Obciazenia te wywotuja na ogét stany ekstremalne, usytuowane lokalnie lub w catej
konstrukcji. Wartosci tych ekstreméw decyduja o bezpieczenstwie konstrukcji a ich okreslenie jest
istotne tak na etapie projektowania jak i eksploatacji. Np. konstrukcje morskie musza skutecznie
przeciwstawiac si¢ zagrozeniom zwiazanym z wybuchem powietrznym i podwodnym. Wymagana
jest takze wiedza w zakresie oceny wrazliwosci i mozliwosci przetrwania konstrukcji w razie
kolizji.

Przez kolizje rozumiemy tutaj zderzenie si¢ dwoch okretow, zderzenie si¢ okretu z nabrzezem
lub wejscie okretu na ming. W pierwszych dwoch przypadkach mamy obciazenie masowe
natomiast w trzecim, obciazenie impulsem cisnienia powodowanego wybuchem miny. Obecnie
obydwa rodzaje obcigzen nazywane sa obciazeniem udarowym a wrazliwos¢ konstrukcji
odpornoscia udarowa. Nalezy jednak zauwazy¢, ze masowe obciazenia konstrukcji trwaja zwykle
w czasie przynajmniej dziesigciokrotnie diuzej niz obciazenia impulsem cisnienia.

Analizowane konstrukcje (rys.2.1 do rys.2.6) sa zwykle skomplikowane geometrycznie, a
ztozony charakter obcigzenia jest najczesciej nie w petni okreslony. Konieczne jest wigc
stosowanie uproszczen przy opracowaniu modelu obliczeniowego. Uproszczenia te, dotycza
geometrii, zachowania si¢ materiatu, warunkéw wspotpracy osrodkéw (ciato state - ciecz, ciato
state - grunt) i obciazenia. Model dyskretny opisujacy zadanie dynamiki konstrukcji posiada rézne
osobliwosci majace czysto numeryczny charakter a wynikajace z dyskretyzacji czasu i
przestrzeni. Uswiadomienie tych osobliwosci pozwala uzyska¢ wiarygodne rozwiazanie, nie
mieszajace efektow o charakterze numerycznym z efektami typu mechanicznego, ktore sgq czgsto
nowymi przy rozwiazywaniu zagadnien praktycznych. Najczesciej wystepujacym efektem
niekorzystnym jest sztuczne pompowanie energii do rozwazanego uktadu, bedace migdzy innymi
skutkiem zaokraglen btedéw numerycznych. Powoduje to gwattowny wzrost parametréw ruchu i
rozbieganie si¢ rozwiazania czyli utrate stabilnosci. Natomiast stabilnos¢ rozwiazania jest
warunkiem koniecznym jego zbieznosci.
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Rys. 2.1. Poszycie kad/uba okretu podwodnego
Fig. 2.1.Hulk groundcover of submarine
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Rys .2.2. Schemat wybuchu miny pod okretem
Fig. 2.2. The schema of the mine explosion under the battleship

Rys. 2.3. Geometria pojazdu morskiego Rys.2.4. Schemat obcigzenia pojazdu
Fig. 2.3. The geometry of the sea-vehicle Fig. 2.4. The schema of the vehicle loads
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Rys. 2.5. Tunel 1,2,3 — grunt, 4- obudowa tunelu
Fig. 2.5. Tunnel 1,2,3 - ground, 4- tunnel case

Rys. 2.6. Betonowa budowla
Fig. 2.6. Concrete-structure

Wyniki rozwiazania zadan praktycznych przy obciazeniu krotkotrwatym, zwykle réznig si¢
zasadniczo od wynikow przy obciazeniu statycznym i sa niekiedy zaskakujace dla prowadzacego
obliczenia. Wezmy pod uwage granat przedstawiony na rys. 2.8. Jego skorupa jest perforowana
tak, aby po wybuchu nastgpowata fragmentaryzacja w postaci odtamkdw. Jednakze okazuje sie, ze
peknigcia skorupy wystepuja nie wzdtuz najmniejszych przekrojow a wzdtuz przekrojow
maksymalnych, tak jak zaznaczono na rys.2.7b. Efekt ten jest skutkiem interferencji fal
naprezenia. Wystgpowanie tego efektu przedstawimy na przyktadzie kwadratowej ptytki.

Rys. 2.7. Granat F1
Fig. 2.7. The F1Garnet

]

Rozwiazanie zadan praktycznych mozliwe jest najczesciej przy zastosowaniu metod
numerycznych takich jak MRS, MES, MEB. Nalezy jednak mocno podkresli¢, ze bezkrytyczne
stosowanie metod numerycznych, a w szczego6lnosci metody réznic skonczonych, moze prowadzi¢
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do sytuacji, w Kktorych uzyskane rozwigzania numeryczne niewiele maja wspdlnego z
rozwiagzaniami scistymi, pomimo w miar¢ doktadnych aproksymacji pochodnych poszukiwanych
funkcji i doktadnego rachunku komputerowego. Dlatego rozwiazania numeryczne zagadnien
brzegowych nalezy poprzedzi¢ wnikliwa analiza adekwatnosci stosowanych metod przyblizonych
i $cistych oraz odpowiednim doborem algorytmu (Profesor Cz. Rymarz [4]).

Osobnym zagadnieniem odpornosci udarowej jest zachowanie si¢ réznych podzespotow
analizowanej konstrukcji. Pytania nurtujace projektantow konstrukcji dotycza najczesciej nie
wytrzymatosci a wartosci przyspieszen wystepujacych w poszczeg6lnych punktach rozwazanego
obiektu, z uwagi na rozwigzanie sposobu zamocowania urzadzen elektronicznych,
fundamentowania uktadow napedowych, a takze posadowienia urzadzen pomocniczych i sprzetu
komputerowego.

Przyjmujac, ze wybuchy min pod obiektami przedstawionymi na rys. 2.1- rys. 2.4 sa nie
kontaktowe, pomijamy wplyw pecherza gazowego, mozemy ming potraktowaé jako zrodio
punktowe. Obiekt traktujemy jako bryte sztywna o szesciu stopniach swobody, trzy sktadowe
przemieszczenia srodka cigzkosci i trzy obroty wokét osi wspétrzednych, ktérych poczatek
znajduje si¢ w srodku cigzkosci obiektu. Dyskretyzacja geometrii obiektu pozwoli nam
zredukowac¢ dowolne obciazenie oraz mase obiektu do jego srodka cigzkosci.

Na podstawie rozwiazania zagadnienia ruchu obiektu jako bryty sztywnej okreslimy parametry
ruchu dowolnego punktu obiektu ptywajacego, a zatem réwniez parametry ruchu punktu
posadowienia urzadzenia, czyli parametry ruchu jego fundamentu rys.2.8. Rozwiazujac osobne
zadanie, parametry te potraktujemy jako wymuszenie kinematyczne w ruchu rozpatrywanego
urzadzenia.

Urzadzenie
(mechanizm)

AAA
TVVY
=~
_E_
(]

| _Fundament

Rys. 2.8. Posadowienie urzqdzenia elektronicznego
Fig. 2.8. Seating of the electronic device

Obiekty ptywajace przedstawione na rys. 2.1 — rys. 2.2 traktowane Ssa cze¢sto nie jako ciato
sztywne ale jako belki o zmieniajacej si¢, wzdluz swojej osi sztywnosci, zmiennej masie |
zmiennym momencie bezwtadnosci. Jest to znacznym rozszerzeniem w stosunku do powyzszego
opisu i umozliwia szersza analize warunkOw rzeczywistych celem wyodrebnienia stanéw
newralgicznych.

3. Czas przekazywania energii

W zagadnieniach dynamicznych, istotnym parametrem rozwiazania jest czas przekazywania
energii do rozwazanego ukladu, oraz wewnatrz uktadu pomigdzy jego poszczegolnymi
elementami. Czas ten zalezy od rozktadu masy i sztywnosci. W rozwiazaniach numerycznych
dopasowanie czasu przekazywania energii pomig¢dzy poszczegdlnymi fragmentami konstrukcji
zalezy od sposobu dyskretyzacji przestrzeni i czasu. Problem ten przedstawimy na ponizszych
przyktadach.

3.1. Ruch bryly sztywnej.

Wobzek o masie My, porusza si¢ bez tarcia, po poziomym podtozu ze stata predkoscia Vo. W
srodku cigzkosci wozka znajduje si¢ 0§ walca 0 masie m i momencie bezwtadnosci |. Walec jest
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zamocowany obrotowo wzgledem wodzka. Na walec ten nawinigta jest nierozciagliwa linka
zakonczona amortyzatorem o sztywnosci k i wspoétczynniku ttumienia ¢. W pewnej chwili
amortyzator zostat zaczepiony do sztywnej sciany rys. 3.1 i ruch wdzka powoduje odwijanie nici
ale jednoczesnie obrot walca.

My
Vo (] ’
\(P rM

©
o

|

Rys. 3.1. Ruch bryfy sztywnej
Fig. 3.1. Movement of the stiff block

Energia kinetyczna wodzka zamienia si¢ na energi¢ Kinetyczna walca oraz energi¢ sprezysta
amortyzatora. Czes¢ energii kinetycznej wozka tracona jest na pokonanie oporéw ttumika. Ruch
rozwazanego uktadu opiszemy za pomoca wspotrzednej x okreslajaca przemieszczanie si¢ srodka
cigzkosci oraz kata ¢ obrotu walca.

Energie kinetyczna uktadu wyrazimy nastepujaco:

Ek=%(MWX2+mX2+I¢2):%(M X2 +162), (3.1)
gdzie M=M,,+m. Energia sprezysta zalezna jest od wydtuzenia sprezyny, czyli:
E, :g(x—r(p)2 . (3.2)

Sita oporu ttumika R,=c(X-r¢) wykona prace na przemieszczeniu mozliwym
du =3(Xx —r ¢) . Wykorzystujac rownania Lagrange’a otrzymamy uktad rownan ruchu:

M%+k (x=r¢p) + c(x-r¢)=0, lg—kr(x—-rp)-cr(x-rg)=0, (3.3)
przy nastepujacych warunkach poczatkowych:
x(0)=0, x(0)=V,, ¢(0)=0, ¢(0)=0. 3.4)

Przyjmiemy jako wspdtrzedna gtdwna wydtuzenie sprezyny:
u=k(x-ro), astadu=k(x—rq)orazi=k(X-r@).
Wyrazajac rownania ruchu za pomoca wspotrzednej gtownej otrzymamy:

X +Lu +£U=0, (3.5a)
M M
2 2
r(p—klr u—clr a=0. (3.5b)
Odejmujac od rownania (a) réwnanie (b), uktad rownan sprowadzi si¢ do jednego réwnania o
postaci:
2 2
Ui+k i+r— u+c i+r— u=0. (3.6)
M M
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Przyjmujac oznaczenia :

2 2
ol = k(ﬁﬂTJ nzg[ﬁﬂTj , 3.7)
rownanie ruchu zapiszemy nastepujaco:
i+w>u+2n0=0, (3.8)
Wprowadzimy nowa funkcje:
u(t)=e ™ w(t), (3.9
i otrzymamy, ze funkcja ta spetnia rownanie:
W+o’w=0, gdzie o’ =wm;-n°. (3.10)
Rozwiazaniem ogolnym tego réwnania jest funkcja:
w(t) = A cos ot+ B sin ot , (3.11)
natomiast:
u(t) =e™ (A cos ot + B sin wt). (3.12)
Wykorzystujac warunki poczatkowe otrzymamy:
A =0, B=ﬁ, (3.13)
()
stad funkcja u(t) bedzie miata posta¢:
u(t) = %e”‘ sin ot (3.14)

Wstawiajac powyzsze rozwiazanie do wzoru (a) uzyskamy zaleznos¢,

g =——Jo_go [k sin wt+ ¢ (0—n) cos wt] = Lﬁﬂe“t [(k—nc)sin ot+c o coawt],  (3.15)
®

o M
a przyjmujac nowe state a, = (k—nc), b, =c o, przyspieszenie wdzka wyrazi si¢ wzorem:
g =——Yo_gn (a, sin ot+ b, cos ot). (3.16)
oM

Catkujac obustronnie powyzsze rownanie otrzymamy wyrazenie okreslajace predkos¢ wozka.
Wykonujac nastgpujace catki:

-t
———(=nsin ot-o cos wt),

2

J'e‘“t sin ot dt =
()] +T]

. (3.17)
J'e’“t cos ot dt = ———(~n cos ot+  sin ot),
O +n
predkos¢ wyrazi sie nastepujaco:
x=——Yo %[al(— 1 sin ot— o cos wt)+ b, (— 1 coswor o sin ot)]+c; . (3.18)
oMo +n

Przyjmiemy nowe state a,=(-amn+b, ®), b,=(-a,0-bm), i wyznaczajac stata
catkowania c; z warunku poczatkowego x(0) =V,,
V, 1

V, = o Marii b,+c,, (3.19)
predkos¢ wbzka zapiszemy wzorem:
oV, e :
X=— (IJ\/I o [a, sin ot+ b, cos wt]+c;. (3.20)

Po obustronnym catkowaniu powyzszego wzoru i przyjeciu statych:
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a; =(-a,n+b, w), b, = (_ a,0— bzn)’ (3.21)
otrzymamy zaleznos¢ okreslajaca przemieszczanie si¢ wozka w czasie t:
Vv, e
X = 5
o M (0)2 + nz)
gdzie stata catkowania c; wyznaczamy z warunku poczatkowego x(0)=0:
V, 1
0= 5
o M (032+T]2)

Wykorzystujac wzor (b) i postepujac analogicznie jak w przypadku wzoru (a) wyznaczymy
przyspieszenie katowe walca:

[a, sin ot+ b, cos wt]+¢, t+c,, (3.22)

b, +c,. (3.23)

' VIO e ™(a, sin ot+ b, cos wt). (3.24)
®

Q=

Po obustronnym catkowaniu powyzszego réwnania otrzymujemy predkosé katowa walca:

— VO e*Tlt

pPY . [a, sin ot+b, cos ot]+d, . (3.25)

2

Stata catkowania d; wyznaczymy z warunku poczatkowego ¢(0) =0,

Vv, 1

0=————b,+d,. (3.26)
olo+n
Kat obrotu walca wyrazi si¢ zaleznoscia:
VvV, e™ :
[a, sin ot+ b, cos wt]+d, t +d,, (3.27)

p=—T7T""v
o | (®2+ T]Z )2
dla statej catkowania wyznaczonej z warunku poczatkowego ¢(0)=0:
0= 1 _poiq, (3.28)
| (032 + nz)
Przyjmiemy do obliczen nastepujace dane:
masa catego uktadu M=1000[kg],
moment bezwladnosci walca 1=25[kg m?],
sztywnos¢ sprezyny k=6.25 10°[N/m],
wspotczynnik ttumienia ¢=0,
- trzy warianty promienia r[m] (r;=0.1582, r,=0.12, r3=0.18).
Wyniki obliczen parametrow ruchu wozka i walca, dla uktadu zachowawczego

i kolejnych wariantow promienia r, przedstawiono na ponizszych rysunkach przyjmujac
oznaczenia zestawione w tabeli 3.1.

Tabela 3.1. Oznaczenia ruchu wozka i walca
Table 3.1. Notations of the cart and cylinder movement

Wozek Walec
U — przemieszczenie us — kat obrotu
v — predkosé Vi — predkosé katowa
W — przyspieszenie Ws - przyspieszenie katowe
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a) b)
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V max S V fmax S
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Rys. 3.2. Wariant pierwszy r=0.1581[m], a) —ruch postepowy, b)-ruch obrotowy
Fig. 3.2. The first variant r =0.1581[m], a) -the translation, b)-the rotary motion

W wariancie pierwszym tak dobrano czas przekazywania energii aby energia kinetyczna
wozka zostata zamieniona na energi¢ Kinetyczna walca rys. 3.3. Maksymalne przyspieszenie
wozka (rys. 3.2 a) wynosi 353.6 [m/s?].

W przypadku wariantu drugiego rys.3.4 a, predkos¢ wozka osiaga wartos¢ rowng zeru w czasie
krétszym niz poprzednio, stad nie cata energia kinetyczna wozka zostata zamieniona na energie
kinetyczna walca rys. 3.5. Jednakze maksymalne przyspieszenie wzrosto do 398.3[m/s?].

E[Nm]

400,00

=

240,00

VED OO

05

o7 {[s] =

Rys.3.3. Zmiana w czasie: energii ruchu postepowego E«,=500 E, energii ruchu obrotowego E,,=500 E, energii

sprezystej Es=500 E

Rys.3.3. Change in time: the energy of the translation E,=500 E, energy of the rotary motion E,,=500 E ,elastic

energy Es =500 E
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W wariancie pierwszym tak dobrano czas przekazywania energii aby energia kinetyczna
wozka zostata zamieniona na energie Kinetyczna walca rys. 3.3. Maksymalne przyspieszenie
wdzka (rys. 3.2 a) wynosi 353.6 [m/s*].

W przypadku wariantu drugiego rys. 3.4 a, predkos¢ wodzka osiaga wartos¢ rowng zeru w
czasie krotszym niz poprzednio, stad nie cata energia Kinetyczna wozka zostata zamieniona na
energie kinetyczna walca rys. 3.5. Jednakze maksymalne przyspieszenie wzrosto do 398.3[m/s?).

B " y ] Wt" A
\Z
0 |08 "
- . -\.V.\./ =0 .-r_...l'..._.
Bl o1 o G oe t[s] ar oon LT - o1 oa o4 96 f[s] o7
u= &! umax = 08393[m]! uf = (o(t) ! ufmax = 2945[rad]'
u max ufmax
V= &1 Vmax = 20|:mj|y Vf = ﬂ' meax = 1005‘:@:"
Vmax S meax S
W= ﬂ W, = 3933[&2} w, = o) W, :1912[@}
Wmax S meax S

Rys. 3.4. Wariant drugi r=0.12[m], a) —ruch postepowy, b)-ruch obrotowy
Fig. 3.4. The second variant r =0.12[m], a) -the translation, b)-the rotary motion

E[Nm]
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Rys. 3.5. Zmiana w czasie: energii ruchu postepowego E,=500 E, energii ruchu obrotowego E=500 E, energii
sprezystej Es=500 E

Fig. 3.5.Change in time: the energy of the translation Ex,=of 500 E, energy of the rotary motion E,,=500 E, elastic
energy E; =500 E
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Charakterystycznym jest wariant trzeci, nie nastgpuje zatrzymanie si¢ wozka rys.3.6a gdyz
minimalna jego predkos¢ wynosi 2.6[m/s]. Energia kinetyczna wozka rys.3.7 osiaga wartos¢
minimalna, ale skutkiem nie dopasowanie czasu przekazywania energii wartos¢ ta jest wigksza od
zera. Oczywistym efektem tego jest obnizenie wartosci maksymalnej przyspieszenia do 330[m/s?].

1.00 y 1.000 b) //'_ - . \ —
L. a) - . BoD -(: ‘j.?\'\
u __V .-'I ) ‘\
1] - - a0 _,-': \‘\-
"\ . /_,f/ Wf II.'"I . y I"._
- \\ ,’/ e f / Vi, ,': ."'-._‘
\\-\ .-/z |'I.I i ' Uf b
- B0 - 4 200 .I | y
\\V\V ~ I"-.
' = ] ﬂ:‘l-. . n:r o qg] o w0 T 03 05 o {[s] oa
X(t t
u= ﬁ, u,. =0.9416[m], Uy = o(1) , Ugnax = 9-4615[rad],
u max u fmax
X(t m p(t r
V= La Vinax = 20‘:_} Vi = ﬂ, Vimax = 1254[idj|’
Vmax S meax S
(t m ot rad
W= L! Wiax = 3300[_2j| W¢ = (p( ) v Wenax = 2376‘:_2}
Wmax S meax S
Vi=2.6[m/s]

Rys. 3.6 Wariant trzeci r=0.18[m], a) —ruch postepowy, b)-ruch obrotowy
Fig. 3.6. The third variant r =0.18[m], a) -the translation, b)-the rotary motion
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Rys. 3.7. Zmiana w czasie: energii ruchu postepowego E,,=500 E, energii ruchu obrotowego E«=500 E, energii
sprezystej Es=500 E

Fig. 3.7. Change in time: the energy of the translation E,,=500 E, energy of the rotary motion E,,=500 E, the elastic
energy Es =500 E
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Dopasowanie czasu przekazywania energii jest nieco trudniejsze w przypadku gdy wystepuje
ttumienie w uktadzie. Przyjmiemy wspoétczynnik ttumienia ¢=1000 i promien r=013[m]. WyniKi
obliczen przedstawiono na ponizszych rysunkach. Wézek zatrzymuje si¢ (rys. 3.8 a) gdy jego
energia kinetyczna jest rowna zeru rys. 3.9. Cze$¢ energii jest tracona na pokonanie oporu
wystepujacego w uktadzie.

e > oo, il ;
u
=0 - Wﬁ.r"
. 400 i g
" . Us
oy .
it o oa - - -.oe t[s] pal o2 03 05 o 5] o=
u= _X(t) ) Unax = 08328[m]1 Us = &! Utmax = 4032[rad]’
U ax Usmax
V= _X(t) ) Vmax = 20|:mj|, Vf = (o(t) ’ meax = 1123[@}
V hax S V fmax S
W= ﬂ, Wiax = 3716[&2} W = (p(t) 1 Wina = 1932[@}
W ax S Wimax S

Rys. 3.8 r=0.18[m], a) —ruch postepowy, b)-ruch obrotowy
Fig. 3.8 r=0.18[m], a) -the translation, b)-the rotary motion
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Rys. 3.9. Zmiana energii ruchu postepowego E,=1000 E, ruchu obrotowego E,,=1000 E, energia sprezystej
Es=1000 E, energii catkowitej E.=Ey,+Ey,+Es

Fig. 3.9. The change of the energy of the translation E,,=1000 E, the rotary motion E,,=1000 E, the energy elastic
Es=1000 E, the entire energy E; =Ey,+Ex+Es
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3.2. Pierscien opadajacy na sprezysta podpore

Pierscien o promieniu r = 0.5 [m] rys.3.10, wykonany jest z paska blachy stalowej o grubosci
1[mm], szerokosci 10 [mm], module sprezystosci E=2.0 10° [MPa] i gestosci 7850 [kg/m°].
Pierscien posiadajacy ci¢zar Q spada na sprezysta podpore z predkoscia poczatkowa Vo=2[m/s].
Od momentu zetknigcia si¢ pierscienia z pretem stanowiacym podporg 0 sztywnosci (EA/L), punkt
styku jest punktem wspdlnym w ruchu uktadu.

Ay

Pierscien nie odksztatcony

ierscien odksztatcony wedtug
pierwszej funkcji wiasnej

Pierscien odksztatcony wedtug
piatej funkcji wiasnej

pret podpierajacy

Rys. 3.11. Postacie pierwszej i pigtej funkcji drgas

Rys. 3.10. Geometria pierscienia wiasnych
Fig. 3.10. The geometry of the ring Fig. 3.11. Forms of the first and fifth function of free
vibrations

Na rys. 3.11 przedstawiono posta¢ pierwszej i piatej funkcji okreslonej z rozwiazania
zagadnienia wilasnego. Okres drgan odpowiadajacy pierwszej postaci drgan wiasnych wynosi
T1=0.6806[s], natomiast dziesiatej funkcji wiasnej T1,=0.0108[s]. Do catkowania rownan ruchu,
na podstawie kolejnych eksperymentéw, przyjeto krok czasowy At=0.005[s] czyli rowny potowie
okresu drgan dziesiatej funkcji wiasnej.

Rdéwnanie ruchu rozwiazywano przyrostowo, przy zatozeniu duzych przemieszczen
przyjmujac, ze krok czasowy stanowi 0 przyroscie obciazenia. Przemieszczenia dla dwaoch
skrajnych wychylen pierscienia przedstawiono na rys. 3.12 i rys. 3.14. Rozklad naprezen
odpowiadajacych tym przemieszczeniom, przedstawiono na rys. 3.13 i rys. 3.15. W trakcie ruchu
pierscienia wystepuje propagacja fali naprezenia wzdtuz jego osi. Przyjety do obliczen krok
czasowy i podziat na elementy musza zapewnia¢ wiasciwy przeptyw energii wewngtrznej od
pierscienia do preta podpierajacego.

Pierscien |
\ zdeformowany /

: f
bt rd -~
-‘\-\.___ ._.-/ e e
., o
~— - l_—G max

Rys. 3.12. Kszta/t pierscienia w-wyhiku deformacji

(Wnax=0.238[m])po czasie t=0.22[s] Rys. 3.13. Naprezenia zredukowane w pierscieniu
Fig. 3.12. The shape of the ring as result of the (Omax= 382 [MPa] )

deformation (Wmax=0.238)[m]after the Fig. 3.13. Reduced stresses in the ring (om=382)

time t=0.22[s] [MPa]

76



Elementary Terms Related to Propagation of Elastic Waves with Discrete Description of the Body
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Rys. 3.14. Deformacja pierscienia po czasie t= Rys. 3.15. Naprezenia zredukowane w pierscieniu po
0.475 [s], (Wnax=0.276[m]) czasie t= 0.475 [s] (omax= 255 [MPa] )
Fig. 3.14. The deformation of the ring after the time t= Fig. 3.15. Reduced stresses in the ring after the time t=
0.475 [s], (Wmax=0.276)[m] 0.475 [s](oma= 255 [MPa])
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Rys. 3.16. Przemieszczenia skrajnych punktow pierscienia w czasie [wi= w(0,-r,t), w,=w(0,r,t) ]
Fig. 3.16. Dislocations of extreme points of the ring in time [w;= w(0,-r, t), w,=w ](0, r, t)

Energia
P ]
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Rys. 3.17. Zmiana energii kinetycznej Ey i energii sprezystej Es w czasie ruchu pierscienia
Fig. 3.17. The change of the kinetic energy of Ey and elastic energy Es in time movement of the ring
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Przemieszczenia punktéw pierscienia, skrajnie potozonych na osi y (rys.3.10), w czasie t
przedstawiono na rys.3.16. Przemieszczenie dolnego punktu pierscienia jest jednoczesnie
przemieszczeniem preta podpierajacego. Wiasciwe zapewnienie przeptywu energii wewnetrznej
potwierdza wykres zmiany w czasie energii Kinetycznej Ex i energii sprezystej Es przedstawiony
na rys.3.17. Przy nie wilasciwej dyskretyzacji przestrzeni i czasu wystapi dysypacja energii
wewnetrznej uktadu.

Jakakolwiek zmiana sztywnosci lub masy rozpatrywanego uktadu, wymaga osobnego
eksperymentu numerycznego celem dopasowania modelu obliczeniowego ze wzgledu na
dyskretyzacje¢ przestrzeni i czasu. Zagadnienie si¢ wyraznie komplikuje, gdy rozpatrujemy wiezy
jednostronne potaczenia pierscienia z pretem podpierajacym. Zapewnienie wiasciwego przeptywu
energii wewnetrznej wymaga stosowania zmiennego kroku catkowania po czasie.

3.3. Opis impulsu cisnienia

Intensywnos¢ cisnienia p(t) na froncie fali powodowanej wybuchem tadunku podwodnego,
obliczana jest wedtug historycznej zaleznosci Cole’a [1]:

—t
p(t)= pme(@’), (3.29)
3 (-0.22)
T o.osmi/ﬁ{*/g}
gdzie: Py :52'3{T} 0= 1000

p - cisnienie [MPa],

t —czas[s],

R - odlegtos¢ tadunku od punktu, w ktérym poszukujemy cisnienia,
M — masa fadunku [kg].

Parcie dzialajace na poszycie okretu, traktowanego jako sztywna przegroda, zalezne jest od
kata padania, czyli od kata miedzy normalng do czota frontu fali cisnienia i normalna do
przegrody.

Rozpatrzymy ptywajaca belke o dtugosci L rys.3.18. Pod belka wystapit wybuch tadunku o
masie M na giebokosci h. Wzdtuz belki propaguje si¢ impuls cisnienia, zalezny od czasu t oraz
wspotrzednej belki x. Na rys.3.18 przedstawiono rozktad cisnienia dla wybranych trzech chwil
czasowych, przy czym czas t zmieniat si¢ wedtug zaleznosci t = x/ct gdzie cr jest predkoscia fali
akustycznej w wodzie. Na rysunku tym zaznaczono rowniez obwiednie wartosci maksymalnych
cisnienia wystepujacych w kolejnych chwilach czasowych.

Zauwazmy, ze ZwyCczajowo uzywane pojecie impulsu, w zasadzie okreslone jest wzorem:

| = J: p, f(1)dt, (3.30)

gdzie pm jest wartoscia maksymalna cisnienia a funkcja f okresla jego zmiang w czasie t;. Jezeli
bedziemy zwigksza¢ wartos¢ pm | zmniejszac czas t; tak aby wartosé impulsu byta stata to skutki
dziatania impulsu na rzeczywisty ukfad lepko spre¢zysty beda coraz mniejsze. Stad wniosek, ze
czas przekazywania energii do rozpatrywanego uktadu ma istotny wptyw na jego parametry ruchu.
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p/po
1,060 E
A /Obwiednia wartosci
maksymalnych
B0
&0 | t I
/tl || P t. ‘
[ [
[ 3\|
[ |
20 II II |
| |
o0 il e /|
20 [i] E F X/L 1.043

Belka o dtugosci L
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Rys. 3.18. Graficzna prezentacja propagacji cisnienia wzd#uz osi belki
Fig. 3.18. The graphic presentation of the pressure propagation along the bar axis

Jezeli do rozwiazania zagadnienia stosujemy metode numeryczne to czas t zmienia Si¢ w

sposdb rekurencyjny wedtug wzoru:
t=iAt dlai=12,..

Wartos¢ kroku At musimy przyjac taka aby mozna opisa¢ zmiang impulsu w czasie. Jednakze
wtedy powstaje problem doboru optymalnej dyskretyzacji przestrzeni rozwazanego ukiadu.
Dyskretyzacja przestrzeni musi by¢ tak dokonana aby zapewni¢ odpowiedni charakter przeptywu
energii z elementu do elementu sasiedniego. Dla elementéw pretowych, $ciskanych lub
rozciaganych, optymalna dtugos¢ elementu Al okreslamy z zaleznosci (uzasadnienie tego wzoru w
przyktadzie ponizej):

p Al? <
—<1, 3.31
a E At? (3:31)

gdzie p jest gestoscia materiatu, E modutem sprezystosci, oo pewnym wspotczynnikiem zaleznym
od stosowanej metody catkowania. Parametr o dobierany jest na podstawie eksperymentu
numerycznego. W przypadku elementéw ptaskich lub przestrzennych Al jest pewnym wymiarem
charakteryzujacym wielkos¢ elementu. Podczas catkowania krok czasowy At obowigzuje dla
catego uktadu réwnan, dlatego wymiar charakterystyczny musi by¢ tak dobrany aby uwzgledniat
zmiang stosunku masy do sztywnosci konstrukcji wewnatrz rozpatrywanego obszaru. Czoto fali
wyznaczone numerycznie nie moze wyprzedzaé czota fali fizycznej. W zagadnieniach
opisywanych rownaniem parabolicznym wprowadza si¢ umowne czoto fali.

Dodatkowa trudnos¢ stanowi fakt, ze rdwnania ruchu dla zginanych elementow
konstrukcyjnych, wyrazone w przemieszczeniach, sa bicharmoniczne i predkos¢ propagacji fali
wykazuje pewna dyspersj¢. Dlatego w konstrukcjach ztozonych, gdy wystepuja elementy tylko
sciskane i elementy tylko zginane, dobdr stosunku wymiaru charakterystycznego do wartosci
kroku czasowego wymaga pewnego doswiadczenia. W literaturze dotyczacej tematu Autorzy
proponuja aby obliczy¢ pierwsza czegstos¢ wiasna, rozpatrywanej konstrukcji i przyja¢ krok At
rowny jednej dziesiatej podstawowego okresu drgan a nastgpnie poszukiwaé¢ wartosci optymalnej
na podstawie eksperymentu numerycznego.
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Jezeli impuls cisnienia zmienia si¢ tylko w czasie, natomiast nie zmienia swego potozenia to
do rozwiazania réwnania ruchu mozemy zastosowa¢ metode rozdzielenia zmiennych. Musimy
wtedy obciazenie rozwinaé¢ w szereg wzgledem funkcji wiasnych i czestosci wiasnych. Aby szereg
taki opisywat zmiang pojedynczego impulsu to nalezato by wzia¢ pod uwage ponad dwadziescia
pierwszych czestosci wiasnych. Tylko wysokie czestosci wihasne prawidlowo opisza wihasciwy
charakter propagacji energii wzdtuz osi belki.

Jezeli do rozwigzania zagadnienia zastosujemy metode elementéw skonczonych (MES)
[2,3,4,6,7] to wykorzystujac do wyznaczania funkcji wihasnych jedna z metod numerycznych
wiadomo, ze funkcje wiasne powyzej dziesiatej wyznaczane sa z matg dokladnoscia. Z tego
wzgledu lepsze wyniki daje metoda rekurencyjnego catkowania po czasie.

Przykfad:
Pret o dtugosci 2L i przekroju F, obciazono nagle sita P przytozona do lewego konca rys.3.19.

X
'VU? US. >

L L
< >l

v

Rys. 2.19. Obcigzenie preta
Fig. 2.19. The bar load

Pret podzielimy na dwa elementy dwuwgztowe i uwzgledniajac warunek brzegowy na prawym
koncu preta, rownanie ruchu w opisie dyskretnym bedzie miato posta¢

L|-1 2||u, 6 |1 4]||u, 0
lub [ ! _1} {w} L F 1“?1}{? (3.32)
-1 2]|lu,| a"6[1 4|0, 0

gdzie a = \/E jest predkoscia fali w precie natomiast 5:P—EL. Stosujac do catkowania réwnan
p

ruchu metod¢ Newmarka, przy zerowych warunkach poczatkowych, otrzymamy po czasie At
nastepujacy uktad réwnan

{1—1“%} sz i{z 1}[%}:[2%1 a—l}[ul}zr} (3.3
-1 2ju,| a"6At"|1 4]|u, a-1 4do+2]||u, 0

2
gdzie a = ﬁ% Rozwiazujac powyzszy uklad réwnan otrzymujemy
a

(4a+2)  _ pe-1 (3.34)
J ? J

u, =P

gdzie J=(2a+1)4a+2)-(0—1f =7a’+10a+1. Czyli dla o>1przemieszczenie punktu

drugiego bedzie przeciwne niz przemieszczenie punktu pierwszego.
Metoda elementdéw skonczonych opisujemy zagadnienie w sposéb catkowy, czyli rozwiazanie
jest wartoscia sredniag z udziatu réznych przyczyn. Stad w konstrukcjach ztozonych
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geometrycznie, jezeli warunek o >1 nie begdzie spetniony lokalnie to rozwiazanie dla catej
konstrukcji moze by¢ znalezione z wystarczajaca doktadnoscia.

4. Refrakcja fali

Rozwazymy ciata znajdujace si¢ w plaskim stanie naprezenia. Mamy dwie predkosci
propagacji fal sprezystych, a; predkos¢ fali podtuznej i a; predkosc fali poprzecznej wyrazajace si¢
wzorami (1.2). Predkos¢ a; okresla propagacje zmian objetosciowych a predkosé¢ a, propagacje
zmian postaciowych. W jednoosiowym stanie naprezenia predkosé fali (nazywana czesto
predkoscia akustyczna) jest dana wzorem (1.4). Wartosci tych predkosci uktadaja si¢ wedtug
nastepujacej nierownosci:

a,<a,<a,. (4.1)

Rozpatrzymy ciata, ktorych parametry materiatowe okreslone sa przez modut sprezystosci
podtuznej E (modut Younga), wspdtczynnik Poissona v i gestosc p. Stata sprezystosci poprzecznej
G okreslamy wzorem:

E

G= .
2(1+v)

4.2)

Stosujac do rozwiazania zagadnienia propagacji fal sprezystych MES zobaczymy, ze w
interpretacji wynikow obliczen mozemy wyodrebni¢ wptyw fali podtuznej i fali poprzecznej.
Mozemy réwniez wykaza¢ dziatanie zasady Huygensa-Fresnela [5], zgodnie z ktdra zaburzenie w
dowolnym punkcie do ktorego dotarta fala w danym momencie, jest zrédiem fali elementarnej,
natomiast obwiednia tych fal tworzy czoto fali zaburzenie w nastepnym momencie.

4.1 Tarcza niejednorodna.

Refrakcja

Tarcza prostokatna (sposob jej dyskretyzacji przedstawiono na rys.4.1) obejmuje dwa
materiaty, o tej samej gestosci p=7580[kg/m? i wspotczynniku v=0.25, réznia sie tylko modutem E.
Charakterystyke materiatowa okresla tabela 4.1.Na swobodng krawedz tarczy (x=0) dziata impuls
cisnienia w kierunku osi x.

A
y Materiat 1l

Y YYYYYY YD,

- i\/ilateri’ai

A
v

Rys. 4.1. Tarcza prostokgtna o jednostkowej grubosci i wymiarach L=144[m], b=36[m]
Rys. 4.1. The rectangular plate of unitary thickness and dimensions: L=144[m], b=36[m]
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Ap[Pa]
Po—

tis]

10 At

< > ‘
>

Rys. 4.2. Zmiana cisnienia w czasie
Fig. 4.2. The change of pressure in time

Tab. 4.1. Parametry materia/ow
Tab. 4.1. Parameters of materials

v=025 p= 2500[ kg }

mé
E E |m G|lm 2G 1-v |m
Material [Mpal 2(1+v) | ° p [s} ? p {s} ' p 1-2v [S}
I 8 10° 3.210° 1.789 10° 1.13110° 1.959 10°
Il 210° 0.810° 0.894 10° 0.566 10° 0.980 10°

Przyjmujac rekurencyjna zmiang czasu t=(i—1) At (i=1,2,...,..) z krokiem czasowym At
wartos¢ cisnienia zmienia si¢ w czasie (rys.3.2) wedtug zaleznosci:

1-iY
p(t) = po{l—At (Yj } (4.3)

przy po=5[N/m?] natomiast dla i>11 p(t)=0.

Rozwiazania poszukiwano za pomoca MES catkujac rownania ruchu po czasie metoda
Newmarka. Wartos¢ kroku czasowego przyjeto At=10"[s], odpowiada on czasowi przejscia frontu
fali naprezenia o jeden element sztywniejszej czesci tarczy. Wyniki rozwiazania przedstawiono na
ponizszych rysunkach dla dwdéch chwil czasowych, dla czasu t=36At i t=81At.

Rozktad napr¢zen po czasie t=36At przedstawiono na rys.4.3. Na rys.4.3a przedstawiono
rozktad naprezenia wzdtuz krawedzi tarczy mniej sztywnej (y=b) i wzdiuz krawedzi tarczy
bardziej sztywniej (y=-b). Na rys.4.3b jest plan warstwicowy rozktadu napr¢zenia w zaburzonej
czesci tarczy. Propagacja frontu fali, w obu czgsciach tarczy, zachodzi z predkoscia fali podtuznej
przy czym w tarczy sztywniejszej zaburzenie wnikneto na odlegtosé dwa razy wieksza niz w
tarczy mniej sztywnej. Na rys.4.4 przedstawiono rozktad gestosci energii sprezystej odniesionej do
jednostki masy. Fala podtuzna wnikneta na giebokos¢ Ly=70.6[m], natomiast na rysunku tym
uwidacznia si¢ wptyw predkosci poprzecznej gdyz tuz za frontem fali poprzecznej (L+,=40.8[m])
wystepuje drugie maksimum zmiany gestosci energii.

W tarczy mniej sztywnej wystepuja zaburzenia przed frontem fali podtuznej. Zaburzenia
zachodzace w sztywniejszej czesci tarczy generuja zaburzenia w czesci tarczy mniej sztywnej,
zgodnie z zasada Huygensa.

Rozklad napr¢zen po czasie t=81At przedstawiono na rys.4.5. Na rys.4.5b mamy plan
warstwicowy rozktadu naprezen a na rys.4.5a rozktad napr¢zen na krawedziach tarczy 1 i Il.
Istotnym w tym przypadku jest, ze przed frontem fali podtuznej w tarczy Il wystepuja wartosci
naprezenia wigksze od zera wygenerowane przez naprezenia tarczy |.
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o[MPa]

11840

v

P »
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Rys. 4.3. Rozk/ad naprezenia zredukowanego (wedZug hipotezy Hubera) w tarczy, po czasie t=36 At
Fig. 4.3. Distribution reduced stresses (according to the Huber hypothesis) in the plate after the time t=36 4 t
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Rys. 4.4. Gestos¢ energii sprezystej po czasie t=36 At, wzd/uz osi x dla y=-b/2
Fig. 4.4. Elastic energy density after the time t=36 A4 t, along the axis x for y=-b/2
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Rys. 4.5. Rozk/ad naprezenia zredukowanego (wedZug hipotezy Hubera) w tarczy, po czasie t=81 At
Fig. 4.5. The distribution of the lesser (according to the Huber hypothesis) stresses in the plate after the time t=81 4t

Odbicie i przenikanie

Tarcza prostokatna o wymiarach i sktadajaca si¢ z materiatdw jak w wariancie pierwszym, z
tym ze wiasnosci tarczy zmieniaja si¢ w kierunku osi x. Obciazenie tarczy jest identyczne jak w
wariancie pierwszym. Rozwazymy dwa przypadki, pierwszy gdy obciazenie dziata na
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sztywniejsza czes¢ tarczy rys.4.6 i zaburzenie przenika do czesci mniej sztywnej oraz drugi gdy
obciazenie dziata na mniej sztywna czes¢ tarczy i zaburzenie przenika do czesci bardziej sztywnej
rys. 4.8.

4 Materiat | Materiat 11

£1y,

v

A e

Rys.4.6. Sposdb pierwszy obcigzenia tarczy
Rys.4.6. The first way loads of plate
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Rys. 4.7 Zmiana energii w czasie t gdy fala przenika od cia/a bardziej sztywnego do cia/a mniej sztywnego
Fig. 4.7. Energy change in time t when the wave is penetrating from more stiff body to less stiff body

Jako wynik rozwiazania przedstawiono zmiang w czasie energii sprezystej Es i energii

Kinetycznej Eyx oraz energii catkowitej V obliczanej jako sume¢ energii sprezystej i energii
kinetycznej. Wartosci energii obliczano oddzielnie dla obu czesci tarczy.
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Na rys. 4.7. a i rys. 4.7. b przedstawiono zmiane¢ energii w czasie odniesiona do catkowitej
pracy sit zewnetrznych dla przypadku gdy fala przenika od ciata bardziej sztywnego do ciata mniej

sztywnego.
ywneg Ay Materiat Il Materiat |

TTTTTrrTrT

v

L/2
Rys. 4.8. Sposdb drugi obcigzenia tarczy
Fig. 4.8. The second way of the plate loads
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Rys.4.9. Zmiana energii w czasie t gdy fala przenika od cia/a mniej sztywnego do cia/a bardziej sztywnego
Fig. 4.7. Energy change in time t when the wave is penetrating from less stiff body to more stiff body

Na rys. 4.9. a i rys. 4.9. b przedstawiono zmiane¢ energii w czasie odniesiona do catkowitej
pracy sit zewnetrznych dla przypadku gdy fala przenika od ciata mniej sztywnego do ciata bardziej

sztywnego.
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4.2. Pret wygiety w ksztalcie podkowy
Stalowy pret 0 przekroju prostokatnym i parametrach materiatowych

E =2.110°[MPa], v=0.33, p:7850{k—%}, wygicto w ksztatcie podkowy rys.4.10. Wymiary
m

preta wynosza r=10[mm], r,=30[mm], H=40[mm], grubos¢ b=1[mm]. Podkoweg obciazono

impulsem cisnienia zmieniajacym si¢ w czasie jak na rys. 4.11.

Ay
2
AP[N]
Po- I
= X
A 4
H
t[s] EEEENE e
< 10 At J g
\ 4 NN
4 kp p A
Rys. 4.11. Zmiana obcigzenia w czasie, Po=b (r,-ry)
p=198[N], At=210™[s] Rys. 4.10. Geometria preta
Fig. 4.11. The load variation in time, Po=b (r,-ry) Fig. 4.10. The bar geometry
p=198[N], 4 t=210-4[s]

LT - T — e TR

[
ThTT
Lot ]
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e
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Rys. 4.12. Rozk/ad naprezenia zredukowanego po | Rys. 4.13. Rozk/ad naprezenia zredukowanego po

czasie t=434t czasie t=1004t
Fig. 4.12. The distribution reduced stresses after the | Fig. 4.13. The distribution the reduced stresses after
time t=43 4t the time t=100 4 t
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Fala naprezenia propaguje si¢ z predkoscia fali podtuznej rys. 4.12, jednakze za frontem fali
wystepuje interferencja fal odbitych od brzegéw. Maksymalne naprezenia wystepuja w punkcie
(x=0, y=r1) po czasie t=100 At (rys. 4.13).

Obraz rozktadu naprezen zmienia si¢ w sposOb zasadniczy (rys. 4.14) gdy rozpatrzymy
podkowg obciazona stycznie do krawedzi . Maksymalne naprezenia w punkcie (x=0, y=ry) rys.
4.15 wystepuja nieco wczesniej niz w poprzednim przypadku jednakze nie obserwujemy efektu
odbicia.

||||||

|||||
||||||

« « <

Rys. 4.14. Rozk/ad naprezenia zredukowanego,
czasie t=434t

Fig. 4.14. The distribution the reduced stresses , after
the time t=43 4t

po | Rys. 4.15. Rozk/ad

naprezenia
czasie t=974t

Fig. 4.15. The distribution the reduced stresses after
the time t=97 4 t

zredukowanego po

o[MP4] o[MPa]
B12.00 S — s 618,00 ; -
2 / \ Ly
a o T I
629,50 ;/ — e =
44720 1 451.40 1
364, B0 3BT B0
282,40 283.80
200,00 = — 8[%] o R‘I}:l.m_-lﬁ 1.02 1.86 578 T 8[%] T
s 46 3ﬁl§§‘i’§‘&i¥a(a) Rys.4.17. Stal kad/ubowa 15G2-EH320-(a),
krzywa 1 - & =10°[1/s] krzywa 1- & =10"[1/s]
krzywa 2 - € = 200[1/s] . krzlxllwa 2I - & =336[1/s]
Fig. 4.16. Hull steel OH17N12M13 -(a)- Fig. 4.17. Hull stee 15_G2-EH73320 -(a)-
curvel- €= 10’3[1/5] curve1- £ =10"[1/s]
curve 2 - € = 200[1/s] curve 2 - € = 336[1/s]
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t=151At t=152At

t=153At t=154At

Rys. 4.18. Rozk/ad naprezenia zredukowanego dla kolejnych krokéw czasowych po odbiciu
Fig. 4.18. The distribution the reduced stresses for following transient steps after reflection

W punkcie, w ktérym wystepuja naprezenia maksymalne rys.4.18, przyrost naprezen w czasie
t=At wynosi Ac=26[MPa] stad mozemy oszacowac predkos¢ odksztatcen:

. Ao 25
E = =
EAt 21%10°%2%107"

= 0.6[1/s]. (4.4)

Aby oceni¢, w ktdrym punkcie wystapi ewentualne peknigcie podkowy musimy wzia¢ pod
uwage charakterystyke rozpatrywanego ciata uwzgledniajaca predkos¢ odksztatcenia, ktdra dla
wybranych materiatdbw przedstawiono narys. 4.16 i rys. 4.17.
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5. Interferencja fal

Interferencja czyli naktadanie si¢ fal prowadzace do zwigkszenia lub zmniejszenia amplitudy
wypadkowej. Jezeli dwie fale rozchodza si¢ w osrodku liniowym (whasnosci osrodka nie zaleza od
zachodzacych w nim proceséw) to obowiazuje zasada superpozycji i drganie wypadkowe jest
suma drgan sktadowych.

tadunek
prochowy

h

Rys. 5.1. P#ytka stalowa o wymiarach, a=100 [mm], h=10 [mm], r=30[mm]
Fig. 5.1. The steel-plate of dimensions, a=100 [mm], h=10 [mm], r=30[mm]

Kwadratowa ptytka rys. 5.1 o wymiarach 2a na 2a i grubosci h ma wewnatrz otwor o
promieniu r. Wnetrze otworu wypetniono fadunkiem wybuchowym, ktory nastepnie odpalono.
Powstajace gazy prochowe powoduja, ze na scianki otworu dziata cisnienie zmienne w czasie.

Plytka jest wykonana ze stali o nastepujacych parametrach: modut Younga E = 2.110°[MPa],
wspdlczynnik Poisona v=0.3, gestos¢ p=7850 [kg/m’]. Predkos¢ podiuzna rozchodzenia sie fali
naprezenia w ptytce a, = 6000[m/s]. Czas przejscia fali od scianki otworu do zewnetrznej scianki

a—r

ptytki t, = =1.1710"°[s]. Przyjmiemy hipotetyczna zmiane w czasie, cisnienia na $ciance

1
otworu jak na rys. 5.2, gdzie czas trwania impulsu wynosi 0.75 107 [s], czyli jest prawie o potowe
mniejszy niz czas to.

Czas dziatania cisnienia oraz charakter jego zmiany w czasie ma istotne znaczenie na rozktad
wystepujacych w plytce napre¢zen. Propagacje fali naprezenia w ptytce okreslono za pomoca
rozwiagzania zagadnienia dwuwymiarowego, przyjmujac ptaski stan napregzenia, oraz za pomoca
rozwiazania zagadnienia trojwymiarowego — brylowego. Do dyskretyzacji ptytki jako tarczy
wykorzystano elementy czworokatne dziewieciowgztowe rys. 5.3, przyjmujac ptaszczyzng x=0
jako ptaszczyzng symetrii rozpatrywanego zjawiska. Do dyskretyzacji ptytki jako bryty
zastosowano elementy prostopadtoscienne o 27 wezlach, czyli o parabolicznej zmianie
poszukiwanej funkcji wewnatrz elementu. Grubos¢ ptytki podzielono na dwa elementy. Rozktad
weztow w kazdej warstwie brylty jest taki sam jak w zagadnieniu tarczowym.

Rozwiazania zagadnienia propagacji fali naprezenia poszukiwano poprzez rekurencyjne
catkowanie rownan ruchu metoda Newmarka. Wyniki rozwiazania przedstawiono dla trzech
charakterystycznych chwil czasowych w postaci rozktadu naprezen zredukowanych wedtug
hipotezy Hubera, zestawiono wyniki rozwiazania brytowego i tarczowego.

90



Elementary Terms Related to Propagation of Elastic Waves with Discrete Description of the Body

A

Ay

A4
A

Uzét

g

:I’H mEEdan
ek

X
Il | & ;
Iy 4

Rys. 5.2. Zmiana cisnienia w czasie dla p,=369[MPa]
i At=510"[s] Rys. 5.3. Sposob dyskretyzacji p/ytki
Fig.5.2. The change of pressure in time for Fig. 5.3. Way of plate discreditation
po=369[MPa] and Az=5 10-7[s]
k8 T b)
a) o
y sa::: o1[MPa]
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Rys. 5.4. Rozk/ad naprezen zredukowanych po czasie t=174t

Fig. 5.4. The reduced stress distribution after time t=174t

Rys. 5.4 — Koncentryczna propagacja fali naprezenia z predkoscia podiuzna a;. Maksymalna
wartos¢ naprezenia wystepuje tuz za frontem fali poprzecznej. Maksymalna wartos¢ naprezenia w

frontu fali odbywa sig¢ dla obu modeli z jednakowa predkoscia.

modelu brytowym propaguje si¢ nieco wolniej niz w modelu tarczowym. Jednakze propagacja
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Rys. 5.5. Rozk/ad naprezer zredukowanych po czasie t=454t
Fig. 5.5. The reduced stress distribution after time t=45A4t
Rys. 5.5 — Widoczna propagacja fali odbitej od brzegdw ptytki. Istotnym jest czas dziatania
cisnienia ze wzgledu na interferencje fali odbitej i fali padajacej. W rozwazanym przypadku fala
padajaca juz nie istnieje. W poblizu narozy ptytki wystepuje interferencja fal odbitych od brzegow.
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Rys. 5.6. Rozk/ad naprezer: zredukowanych po czasie t=624t, rys. a) plan warstwicowy, rys. b) zmiana naprezenia
wzd{uz przekgtnej pytki

Fig. 5.6. The reduced stress distribution after the time t=624t, a) the contour map, Fig. b) the change the stresses
along the diagonal plate

92



Elementary Terms Related to Propagation of Elastic Waves with Discrete Description of the Body

Rys. 5.6 — Wyrazna interferencja fal odbitych od brzegow ptytki powodujaca maksymalne

wytezenie materiatu wzdiuz przekatnej ptytki. Tak wigc ewentualne peknigcie ptytki nastapi
wzdtuz jej przekatnej.
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Rys. 5.7. Przestrzenny rozk/ad naprezer: zredukowanych po czasie t=17 At
Fig. 5.7. Three-dimensional reduced stress distribution after the time t=174t

Yy

Rys. 5.8. Przestrzenny rozk/ad naprezer zredukowanych po czasie t=62.At
Fig. 5.8. Three-dimensional reduced stress distribution after the time t=624t
Na rys. 5.7 i 5.8 przedstawiono przestrzenny rozktad naprezenia zredukowanego dla dwoch
chwil czasowych. Zauwazmy, ze maksymalne wytezenie wystepuje w ptaszczyznie srodkowej
ptytki. W punkcie wystepowania naprezen maksymalnych (rys.5.8) najmniejsza jest predkosé

zmiany odksztatcen, stad najmniejsza jest rowniez granica sprezystosci materiatu (patrz rys. 5.17 i
rys. 5.18).

Ay
bryta tarcza

X

Rys. 5.9. Deformacja tarczy w pfaszczyznie srodkowej po czasie t=62A4t (skala 400:1)
Fig. 5.9. The deformation of the disk in the midplane after the time t=624t (the scale 400:1)
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Pogladowy rysunek deformacji ptaszczyzny srodkowej ptytki pokazano w skali 400:1 na rys.
5.9.

6. Charakter propagacji fali w zaleznosci od modelu przestrzennego

Plytka prostokatna (rys.6.1) o wymiarach L=0.24[m], h=0.048[m] i g=0.024[m] utwierdzona
jest na prawym koncu, natomiast lewy jest swobodny. Ptytka wykonana jest ze stali o module
sprezystosci E = 2.1x10"[Pa], wspotczynniku Poissoana v=0.3 oraz gestosci p = 7850 [kg/m®].
Do lewego konca ptytki przytozono nagle cisnienie p=100[MPa].

Powyzsze zadanie rozwiazemy za pomoca MES w trzech wariantach, traktujac ptytke jako:

- pret,

- tarcze o grubosci g,

- brylg przestrzenna.

Na postawie ponizszych rozwiazan chcemy zobrazowaé dyspersje numeryczna fali, w
zaleznosci od stosowanego modelu ciata.

6.1. Plytka prostokatna sciskanie

Ay Ay

R o

| 7%

e X fg z
P > ?:/ » |h
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Rys. 6.1. P#ytka o przekroju prostokgtnym, sciskana
Fig. 6.1. Plate of the rectangular section , compressed

Rozwigzanie analityczne

Traktujac ptytke jako pret pryzmatyczny, przemieszczenie u(x,t) (przekroju A o wspoétrzednej x
w czasie t) opisuje réwnanie:

d%u(x, t) g2 o’u(x,t)

0, 6.1
ox? ot? (61)
ktore musi spetnia¢ warunkami poczatkowe:
u(x0)=0, MO o 6.2)
ot t-0
oraz warunki brzegowe:
_p=nag ML u(L,t) =0, (6.3)
X o

gdzie a® = Elp.

Rozwiazaniem zadania jest funkcja z przesunigtym argumentem opisujaca przemieszczenie
preta przed odbiciem fali naprezenia od utwierdzenia:
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u(x,t)=p—;(t—§j dla X<r<?boX, (6.4)
a a a

i funkcja bedaca superpozycja fali poprzedniej i fali po odbiciu:

u(x,t)zﬁ(t_fj_ﬁ(uf—z—"} da 2E=Xpc2brx (6.5)
E a E a a a a

Funkcje te zapewniaja nam propagacj¢ fali naprezenia o statej wartosci do momentu odbicia i
jej dwukrotny wzrost po odbiciu.

Rozwigzanie numeryczne
Réwnania ruchu uzyskane metoda elementéw skonczonych dla wszystkich modeli

obliczeniowych catkowano metoda Newmarka z krokiem czasowym At=%10‘5[m/s],

odpowiada on czasowi przejscia fali podtuznej o predkosci a, = 6000[m/s] przez jeden element
siatki z rys. 6.2.

L

14460
131.45
118.31
10516
92,02

Tarcza

.-'<':'!-.i:'!-:f'
65,75
52.58
39.44
26,29
1215
Jo0

on[MPa]

Bryla

Rys. 6.2. Rozkfad naprezenia po czasie t=50 4t, dla bry/y naprezenia przedstawiono w p/aszczyznie srodkowej
Fig. 6.2. The stress distribution after the time t=50 4 t, for the block the stresses presented in the midplane

13427
122.06
100.86
9765
85.44
73,24
E61.03
48,83
3882
24 41
12.21

00

Rys. 6.3. Rozk/ad naprezenia po czasie t=50 A4t na zewnetrznej powierzchni bryly
Fig. 6.3. The stress distribution after the time t=50 4 t on the epidermis of the block

Poréwnujac rozwiazanie dla preta przedstawione na rys. 6.4 i rys. 6.5 z rozwigzaniem
analitycznym (1.5) i (1.6) zauwazymy dwukrotny wzrost naprezen po odbiciu fali od sztywnej
przegrody. Istnieje pewne rozmycie frontu fali bedace efektem catkowego opisu zagadnienia. Fala
W precie propaguje si¢ nieco wolniej niz w tarczy lub bryle. Réznica wartosci naprezenia dla
przypadku preta, tarczy i bryty wynika z mozliwosci ruchu poszczegolnych punktow ciata w
kierunku poprzecznym do osi preta.
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tarcza

86.76

57.84

2B.92

Rys. 6.4. Rozk/ad naprezenia po czasie t=504t, wzd/uz osi symetrii pfytki
Fig. 6.4. The stress distribution the after the time t=50 4 t, along the axis of plate symmetry
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Rys. 6.5 Rozk/ad naprezenia po czasie t=1204t, wzd/uz osi symetrii pfytki
Fig. 6.5. The stress distribution the after the time t=120 4 t, along the axis of plate symmetry
6.2. Plytka prostokatna (zginanie)

Rozpatrzymy przypadek gdy ptytka prostokatna z rys.6.1 obcigzona jest stycznie do
powierzchni czotowej (rys. 6.6), przy czym obciazenie zmienia si¢ w czasie identycznie jak
poprzednio.
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Rys. 6.6. P#ytka o przekroju prostokgtnym, scinana
Fig. 6.6. Plate of the rectangular cross-section , cut off

Tarcza

Bryla

GH[MPa]

Rys. 6.7. Rozk/ad naprezenia po czasie t=50 At, dla bry#y naprezenia przedstawiono w pfaszczyznie srodkowej
Fig. 6.7. The stress distribution the after the time t=50 4 t, for the stress block presented in the midplane

Rys. 6.8. Rozk/ad naprezenia po czasie t=50 At na zewnetrznej powierzchni bryty
Fig. 6.8. The distribution the stresses after the time t=50 4 t on the epidermis of the block
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Rys. 6.9. Rozk/ad naprezenia po czasie t=504t, wzd/uz krawedzi z=0, y=h/2
Fig. 6.9. The stress distribution after the time t=50 4 t, along the edge with=0, y=h/2
Rozwiazanie dla ptytki traktowanej jako tarcza lub bryla jest bardziej zblizone do siebie niz w
przypadku obciazenia normalnego. Rozktad naprezen po grubosci ptytki dla modelu brytowego
jest prawie staty (rys.6.8). Jednakze rozwiazanie dla modelu belkowego rys. 6.9 rézni sig¢
zasadniczo. Zauwazamy wigksza predkos¢ propagacji fali naprezenia oraz inny jego rozkiad
wzdtuz osi preta.
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Poniewaz wysokos¢ ptytki jest tylko dziesigciokrotnie mniejsza od jej dtugosci to w modelu
belkowym oprocz zginania nalezy uwzgledni¢ $cinanie. Gestosé energii sprezystej przypadajaca
na jednostke dtugosci preta zginanego wyraza Sie wzorem:

2
Mg T?

— 4
El BGA

1

2

, (6.6)

gdzie (EI) jest sztywnoscia preta na zginanie, (GA) sztywnoscig preta na s$cinanie a f3

wspotczynnikiem ksztattu przekroju A. Sita tnaca T i moment gnacy My w zaleznosci od
przemieszczenia prostopadtego do osi preta wyraza si¢ formuta:

d’y dM, (X) d’y

M, (X)=El—, T(X)=—2>""=El : 6.7

o (¥) dx? ) dx dx® (6.7)

Moment bezwtadnosci przekroju preta na zginanie wyrazimy za pomoca promienia
bezwtadnosci r i przekroju A:

I=r? A. (6.8)
Biorac pod uwage, ze E =2 G (1+ v) gestos¢ energii sprezystej wyrazi si¢ nastgpujaco:
El|(d%y o d¥y
O=—||— |[+2B(L+V)r7| —=|]|. 6.9
: [M pia+vyre| 4 9
» por e I',/S-rozciaganie
/ \_L-zginanie bez I
\Z—Zginanie ze \\ e,
AT | cinaniem II
|l|' |I
2% IIl |I II |
WawA [
= i) 05 10 14 -1I:| x[m] >4

Rys. 6.10. Rozk/ad naprezenia oy po czasie t=504t, unormowanego wzgledem wartosci maksymalnej, dla rozciggania
i zginania

Fig. 6.10. The stress distribution o, after the time t=50 At, normalized in relation to the maximum value , for
extension and bending

dy
dt
poprzecznego, gestosc energii kinetycznej zapiszemy wzorem:

1 ) dy ? pA| . d Y
O==|pAVyi+pll 2= | =22 y2+r? — . 6.10
z{p y+p(dX” 5 y o+ (dxy) (6.10)

Uwzgledniajac w modelu numerycznym preta tylko pierwsze cziony wyrazenia na energig
sprezysta i energig kinetyczna, to po czasie t=504t uzyskamy rozwiazanie okreslone krzywa 1 na
rys.6.10. Jezeli uwzglednimy obydwa cziony to rozwiazanie po tym samym czasie bedzie
okreslone krzywa 2 na rys.6.10. Rozwiazanie preta rozciaganego opisuje krzywa 3. Zmiana kroku
czasowego nie zmienia rozwigzania dla preta. Uzyskalismy wigc potwierdzenie, ze tylko belka
typu Timoshenki prawidtowo opisuje propagacje fali sprezystej

Przyjmujac y = — predkos¢ przemieszczenia preta i %(g—yj predkosé obrotu jego przekroju
X
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6.3. Pret o przekroju kotowym, traktowany jako walec

Pret okragty rys.6.11 o diugosci L=0.24[m] i srednicy 2R=0.096[m] jest wykonany z materiatu
takiego samego jak plytka z rys.6.1. Pret sztywno podparty na prawym koncu, obciazono
cisnieniem o wartosci p=60[MPa] rownomiernie roztozonym na jego lewym koncu. Pret
potraktowano jako walec i rozwiazano zagadnienie jako osiowosymetryczne we wspotrzednych
walcowych (r, z) rys.6.12.

A [

N

L

L . 2R

A

Rys. 6.11 Pret ko/owo symetryczny
Fig. 6.11. Rod circularly symmetrical

W przypadku gdy pret potraktujemy jako bryte zawsze wystepuje interferencja fal odbitych od
brzegu, ktéra spowodowata maksymalne wytezenie materiatu w punkcie znajdujacym sie¢ na osi

walca rys.6.14.. Krok catkowania przyjeto At =§106[s], stad po czasie t=50At przy predkosci

podtuznej a;=6000[m/s] front fali powinien si¢ znajdowa¢ w odlegtosci z=0.20[m]. Na rys.6.14
przedstawiono rozktad naprezenia zredukowanego na osi walca (r=0) i na jego pobocznicy (r=R),
oraz rozktad naprezenia uzyskanego z rozwiazania jako zagadnienia prgtowego. Porownujac
glebokos¢ wnikania fali naprgzenia widzimy, ze w przypadku zagadnienia osiowosymetrycznego
fala propaguje si¢ szybciej niz z predkoscia a;.

— — S

I [

L T
5 :
A [ \
" r
S | R |
4 z
Rys. 6.13. Rozk/ad naprezer zredukowanych oy[MPa]
Rys. 6.12. Dyskretyzacja walca dla t=504t
Fig. 6.12. Discreditation of cylinder Fig. 6.13. The reduced stress distribution oy[MPa] for

t=504t
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Rys. 6.14. Rozk/ad naprezen zredukowanych dla t=504t
Fig. 6.14. The reduced stress distribution for t=50 4 t
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